Études sur les fonctions d'ondes sphéroïdales et certaines généralisations, constructions et 
comportements asymptotiques 
Fonctions d'ondes sphéroïdales 
Fonctions d'ondes sphéroïdales de Jacobi 
Fonctions d'ondes sphéroïdales associées généralisées de Legendre 
Fonctions d'ondes sphéroïdales de Coulomb 


Les fonctions d'ondes sphéroïdales 


D'après « NIST Handbook of Mathematical Functions, Spheroidal Functions Chapitre 30» , l'article 
PE.Falloon, P.C.Abbott, J.B.Wang « Theory and Computation of the Spheroidal Wave Functions » et 
la thèse de Peter Falloon de 2001 e Theory and Computation of Spheroidal Harmonics with General 
Arguments ». 


Notation : j'emploierais principalement les notations de Peter Falloon, pour les développements en 
fonctions de Legendre associées. NIST Spheroidal Functions Chapitre 30, est parfois trop succinct , 
tandis que la thèse de Peter Falloon, me semble la meilleure synthèse sur les fonctions 
sphéroïdales, bien qu'il y ait quelques petites erreurs de transcription de formule. 


L'équation différentielle des ondes sphéroiïidales est l'équation de second degré suivante : 
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On la retrouve parfois dans la littérature sous la forme : 
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Elle est notamment obtenue par la séparation des variables de l'équation de Helmholtz (venant de 
l'équation des ondes) en coordonnées sphéroïdales allongées ou aplaties. Dans le système 
sphéroïdale allongé la sphéroïdicité représentant le paramètre y a une valeur réelle tandis que 
dans le système sphéroïdale aplati y a une valeur purement imaginaire. Lorsque la sphéroïdicité 
est nulle on aboutit à l'équation de Legendre associée qui donne lieu aux solution des fonctions 
associées de Legendre de première et deuxième espèce. 


Construction des fonctions sphéroïdales anqulaires de première espèce de degré et d'ordre entier 


Sur l'intervalle [-1,1], les fonctions angulaires de première espèce de degré et d'ordre entier 
peuvent se construire à l'aide d'un développement unilatéral (indices positifs à l'infini) en fonctions 
associées de Legendre : 


xef-11]  ps"(x,7°)= S'(-1} d”,(72)P",, (x) R,k, définis plus loin 


k=kọ=-R 


Fonctions associées de Legendre P”, (x) xE [- 1,1] ou fonctions de Ferrer 
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Plus généralement pour tous les arguments réels ou complexes, les fonctions sphéroïdales de degré 
v et d'ordre u quelconque se construisent par un développement similaire mais bilatéral (indices 
infinis dans les deux sens), qu'elles soit de première espèce (ou première solution) ou de deuxième 
espèce (seconde solution) : 
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Les coefficients du développement se construisent à l'aide d'une récurrence (pour les degrés et 
ordres non entier changer n->v et m -> u) : 
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Du fait de l'orthogonalité des fonctions associées de Legendre sur l'intervalle [-1,1], les coefficients 
peuvent également s'écrire sous la forme : 


n .(n-m+2k)! Lu zi e 
e ne besche 


Lorsque le paramètre y est nul, les fonctions sphéroïdales angulaires sont les fonctions associées de 
Legendre sur la coupure [-1,1] qu'on appelle aussi communément les fonctions de Ferrer : 


ps? (x,0)= P?” (x) Fonctions associées de Legendre ou de Ferrer P? (x) 


Cela a pour immédiate conséquence que tous les coefficients du développement s'annulent hormis 
le terme k=0: dao (0) = da (0) =1 d (0) SS dax (0) =0 pour k#+0 
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Expression des dérivées premières et secondes des fonctions sphéroïdales angulaires 
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L'expression des dérivées premières et secondes des autres fonctions sphéroïdales angulaires est 
formellement identique, par changement des fonctions de Legendre constitutives du 
développement. 
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Pour les fonctions radiales déduites des fonctions angulaires : 
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Choix de normalisation des fonctions sphéroïdales de première espèce pour n et m entiers 


Normalisation de Meixner et Schafke dans le cas des fonctions sphéroïdales de degré et d'ordre 


entiers 


En l'occurrence la normalisation proposée par Meixner et Schafke des fonctions sphéroïdales de 
première espèce de degré et d'ordre entier est la suivante : 


C'est la normalisation la plus couramment utilisée dans la littérature récente à partir des années 
1970. C'est également celle proposée par « NIST Handbook of Mathematical Functions, Spheroidal 
Function Chapitre 30». 


Compte tenu de l'orthogonalité des fonctions associées de Legendre, la normalisation conduit à la 
relation suivante entre les coefficients du développement : 
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En introduisant le symbole de Pochhammer, la relation entre les coefficients peut s'écrire : 


(n+2k+m)=T{(n+2k+m +1) (n+2k-m)=T(n+2k-m+1) 
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= om (2 2n+1 (n+m+1),, A 
> Zb ) 2n+2k)+1(n-m+1), 
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Le signe des coefficients du développement est contraints par la condition de continuité uniforme 
de la fonction sphéroïdale vers la fonction de Legendre associée lorsque la sphéroïdicité y tend vers 
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La relation sur les coefficients du développement peut alors être étendue au cas où le degré et 
l'ordre ne sont pas entier, à savoir : 
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Le schéma de calcul numérique est alors simple, on calcule d'abord les coefficients d'après la 
récurrence en prenant une valeur de départ donnée, puis on divise chacun des coefficients par la 
racine carrée de la sommation établie plus haut. 


Normalisation de Flammer dans le cas des fonctions sphéroïdales de degré et d'ordre entiers 


La normalisation de Flammer est basée sur le comportement des fonctions sphéroïdales à 
l'approche de x=0, soit pour la valeur de fonction ou de sa dérivée première, en fonction de la 
parité de la fonction sphéroïdale suivant la parité de n-m. La valeur de la fonction sphéroïdale ou 
de sa dérivée première est égale, à un signe près, à celle de la fonction de Legendre associée ou de 
sa dérivée première. On écrit ainsi : 
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Cette relation permet de définir sans condition supplémentaire le signe des coefficients du 
développement. Il est alors facile de déduire les fonctions sphéroïdales selon Flammer de celles 
selon Meixner et Schafke : 
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Et les valeurs en x=0 des fonctions normées selon Meixner et Shafke s'écrivent : 
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2 
Aps”"-Meirner&schaike (0, y2) 5 d”, b2) (n+2k+m+1)! 


n-m impair = k 
ox + (PoR, 72 


Normalisation de Chu et Stratton dans le cas des fonctions sphéroïdales de degré et d'ordre entiers 


La normalisation de Chu et Stratton contrairement à celle de Flammer est basée sur le 
comportement des fonctions sphéroïdales à l'approche de x=1, même si les fonctions sphéroïdales 
s'annulent en x=1. La normalisation est liée au comportement des fonctions de Legendre associées 
à l'approche de x=1. II se trouve que dans le développement en fonctions associées de Legendre, on 
peut introduire des polynômes de Gegenbauer : 
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Il vient la relation sur les coefficients du développement au passage à la limite x=1 : 
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Cela peut également se traduire par la relation fonctionnelle de passage à la limite en x=1 : 


1 T(n+m+1) 
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La règle de passage entre les fonctions sphéroïdales de Meixner&Schafke et celles de Chu& 
Stratton est donc la suivante : 
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Dans la normalisation de Meixner&Schafke alors la valeur limite en x=1 est déterminée comme 
suit : 

1 T(n+m+2k+1) 
(1+m)T(n-m+2k+1) 


Lim (i ng? E p g” Meisner aeschafte (x, Ai ) L (- 1)" SS (- 1} d (y 2 ) T 


k=-R 


Construction des coefficients de la série du développement en fonctions associées de Legendre 
pour les fonctions sphéroïdales de première espèce pour n et m entier (degré et ordre entiers) 


Pour n et m entier, la récurrence donnée plus haut s'arrête nécessairement pour les indices 
négatifs : 
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Pour mieux le voir, on peut exprimer cette récurrence sous forme de deux fractions continues 
équivalentes sur les rapports de deux coefficients successifs : 
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Développement unilatéral vers les indices positifs : n>=m>=0 


Lorsque C, s'annule à l'indice ko-1 alors les coefficients du développement s'annulent de même, 
pour les indices k < ko. Et lorsque A, s'annule à l'indice kç+1 alors les coefficients du développement 
s'annulent pour k > ko. Lorsque C, s'annule en ko-1, la valeur de ko est la suivante : 


E St n+m 1 
C =0(n+m+2k+1{n+m+2k+2)=0 APTE ou j 2 2 
n+m pair n+m impair 
n+m n+m 1 
k =— k, —1= + — 
© ° 2 ou e 2 2 k= EE nim 2 avec 8 =(n+m)mod 2 
n+m pair n+m impair 


C'est bien notre cas lorsque l'on prend n >=m, alors : 


Ko = SE Dre avec 8 =(n+m)mod 2 => EE 
2 2 2 2 


Mais il faut prendre garde à ce que certaines des fonctions de Legendre associées sont nulles: 
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sommation ne commence qu'à l'indice : 


ne sont pas utiles. Dans ces conditions la 
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Et le développement se présente sous la forme : 


A e [- 1,1] Ps: (x, y? ) = D (— 1} d, Cal (x) 


Remarque : en changeant les indices de sommation du développement, il vient : 


+00 +00 


Si n-m pair —k,= n+2k,=m l=k-k pr) D an Pa) Se" (72 )P" (0) 
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Ces deux développements sont parfois donnés dans la littérature sous cette forme pour les 
fonctions d'onde sphéroïdales de degré et d'ordre entiers. 


Ces deux expressions sont parfois données avec la notation suivante qui n'est pas toujours claire : 


z Denhe) 9 n-m pair 
ps, Ga Doet Ge, (x)= BE 
eg der, (2)P",(x) Si n-m impair 


Qui correspond donc avec la notation que j'utilise dans ce document. 


Développement unilatéral vers les indices négatifs m>=n+1 


Et lorsque A,;s'annule en kal, la valeur de ko est la suivante : 
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Et le développement se présente sous la forme : 
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Mais là encore un certain nombre de fonctions associées de Legendre sont uniformément nulles 
lorsque m et n sont entiers. Comme : 
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Toutefois ce cas de figure du développement unilatéral vers les indices négatifs est totalement 
équivalent au précédent en raison de la relation de transformation suivante du degré n : 
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Cette dernière expression donne un développement unilatéral équivalent vers les indices positifs. 


Développement potentiellement fini lorsque -m-1<n<m 


Dans ce cas les coefficients Cer A; s'annulent. A;s'annule en kal la valeur de kz est la suivante : 


r = Zp |- mit 1  S=(m n)mod 2=(m+n)mod 2- Cx S'annule en kel, la valeur de k, est 
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sous la forme : 
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Or toutes les fonctions associées de Legendre impliqué dans le développement fini sont 
uniformément nulle : 
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Ce n'est donc pas essentiellement le développement qui nous est utile, mais plutôt la détermination 
des valeurs propres À qui sont alors racines d'un polynôme. La matrice de détermination des 
valeurs propres est donc une matrice de taille finie entre les indices : 


ie SI Se Kiei z E 
2 2 


Étant donné que la détermination des valeurs propres est indépendante du signe de m, prenons ce 


Cal E 

N = +1=m 

dernier m > 0. Par ailleurs la taille de la matrice est de 2 2 . Il y a donc 
m valeurs propres de cette matrice. Ces valeurs propres sont indépendantes de n, qui ici ne joue 
qu'un rôle d'indice, compte tenu du fait que le système linéaire est identique par la transformation 
n->-n-1. Une quelconque des matrices avec les paramètres respectant -m-1<n<m donne le même 


+ Dei(M —-21d,,)=0 


déterminan et donc le même polynôme pour la détermination des valeurs 


propres. 
Exemple : m=1, le polynôme est À, la racine est immédiatement À=0. 


Pour m=2, une des matrices et le polynôme sont de la forme : 


[2{i-y°)-2 27 
| —27° 27° A 


= 4=1l-ÿ/1-47? À, =1+4/1-47° 


Pour m=3, une des matrices et le polynôme sont de la forme : 


M - À Id, = 


Lat un =0 


2—4y° -A 67° 0 
M - À Id geet By 4,2 (2 ) S = 
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L'algorithme de calcul des coefficients 


Cela consiste tout d'abord à séparer les coefficients d'indice positif de ceux d'indice négatif. Puis on 
considère alors que les coefficients d'indice négatif forment une fraction continue montante et les 
coefficients d'indice positif une fraction continue descendante. On suppose qu'à une distance 
d'indice suffisamment grande dans les deux sens (à fixer dans l'algorithme) les coefficients sont 
nuls (en raison de la convergence supposée de la fraction continue). On part donc toujours d'une 
valeur nulle puis l'on applique la récursion descendante pour les indices positifs et montante pour 
les indices négatifs. 


Dans l'application de la récurrence on procède à l'astuce suivante qui va permettre de substituer à 
la liste des éléments de la fraction continue, la valeur effective du coefficient. Cette astuce est 
utilisée par Peter Falloon dans son implémentation originale du package Mathematica de calcul 
des fonctions sphéroïidales. La propriété suivante des deux fractions continues est utilisée : 


2 = m 2 Gë 
k>0 zÄ ) = [L/° d Q ) = la di, (72)= C, constante de normalisation 


On définit également l'opération d'adjonction en tête de Liste ou en fin de liste d'un élément a, 
l'opération de multiplication par un scalaire, ainsi que la sélection du premier et dernier élément de 
la liste par : 


L={,1,..,L} {a}®L={a,l,l,….,L} 
L={,L,.l}) LŒO{a}={,,l,.,l,a} 
bx L= {bl,,bL, .….,bl, } 

Premier(L)=1, Dernier(L)=1, 


L'algorithme peut donc se représenter comme suit : 
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a TL row Pa trola) af) an) dh 
4)= 10 =} fO, tie). Ge ( nl SE LE bes =0 
Hegle ue le, TO E e EE ar) 
Pour tous les k de — k „x à —1 faire 
(5) Calculer Sr = B SE ci avec SE = Dernier") 
k kJ k-1 
> = fO x(V em) 
Fin faire 
pro f ara lat) ZIL azt) 
6)> 10 = e CO fO), E = Ce 565 di 
( j= (o [1] FENTE | | d'A 2) d",( d arh San "a" d 


Posons duly )=15> L= SWOL = Ar n V) 08.0). (han). an Jah, bk 


Cet algorithme marche également avec des listes non symétriques en indice positifs où négatifs, 
car l'annulation de l'un quelconque des A, ou C; provoque l'annulation de tous les éléments de la 
liste présent en cours de constitution, excepté ceux qui sont adjoint à gauche ou à droite par la 
suite. 


Le fait de mettre à 1 le coefficient d'indice 0, ne pose aucun problème, car la liste est normalisée 
ultérieurement et cela permet de fixer la constante multiplicative globale. 


Construction des coefficients de la série du développement en fonctions associées de Legendre 


pour les fonctions sphéroïdales anqulaires de deuxième espèce qs de degré et d'ordre entiers 


Les coefficients du développement suivent également la même règle de récurrence, mais si dans le 
cas des degrés et ordre entiers, la liste s'arrête à partir d'un indice négatif ko, il n'y a aucune raison 
qu'il en soit de même pour la fonction de deuxième espèce. Autrement dit on part d'un 
développement de la forme : 


xe[-11]  gs"(xy°)- 2e Ur di, Qaa) 


Fonctions associées de Legendre Q” >, (x) A e |- 1,1] ou fonctions de Ferrer 


à ceci près que les fonctions de Legendre associées de deuxième espèce qor „ (x) sont 
n+ C 


uniformément divergentes lorsque m+n+2k devient un entier strictement négatif, soit lorsque k<- 


(m+n)/2 lorsque m+n est pair ou impair. Cela donne la condition |” =" |, Cela tombe bien, la 
k< 
2 


limite de définition des fonctions de Legendre associées de deuxième espèce coïncide avec la limite 
des indices de la série pour la fonction sphéroïdale de première espèce. On peut donc 
symboliquement scinder la série en deux termes : 


qas” )= Yaro) Lee EC are) ae) 


Am k=-M 


Sauf que la première série n'est pas définie. Prenons alors cette première série et réalisons 
formellement un passage à la limite : 


Lim SC) a" ( 2) m (x)= Lim Saya” ( 2) u (x)—>—v(e)-1=n+2k+e Ae 
£&—0 E) nk Y n+2k+e TR E) tU vie? = u= 


=>v(e)=-n-2k-1-£ 


L'astuce consiste à utiliser une formule de connexion des fonctions de Ferrer (ou Legendre 
associées sur [-1,+1]) : 


8 (x) LT Cos( ur )Cos(vx P” (x)- Sin((u + v)r)Q! (x) 
m Sin((u vx) 


Cela donne : 


(x) ZX Cos(mr)Cos(r(n +2k+1+ D EC (x) Sin(z(m —n—2k-1- D EI te (x) 
Sin(x(m+n+2k+e+1)) 
Cos(x(n+e)) s Sin((m+n+1 ck) > > 
Sin((m+n+e+1)r) k) Sin((m+n+1+e)x) Qui) 


D 
n+2k+e 


p” 


—n-2k-1-e 


=> Dee (x) A Cos(mr) 


= D tee (x) D Bech +Q7, 1 (x) 


Injectons cela dans la série et effectuons un changement de coefficient par passage à la limite : 


k=-M-1 


k=-M -1 d” 2 
tim SUYAR) Onal) rm "87 Gu (pr Ate gell 
Zen 


e—0 An 


Supposons Lim ZA gës 2 LG: ) => Lim SO 1% d, (7° ) Qt (x) = SE 1) di, (7° JP (x) 
== 


k=—0 


L'expression du développement de la fonction sphéroïdale de deuxième espèce devient donc : 


asr (e7 )= San Ge tel SEA (tar) avee m =| 
Aen k=-M 


Il reste à déterminer la méthode de construction des deux jeux de coefficients et la normalisation. 


m 2 
Les coefficients d o ) sont construits de la même manière que pour la fonction de première 
espèce, à l'aide de deux fractions continues descendante et montante : 


at) 4 
fO — 2 IA k - k e Îl, kax 

i d y? fi B, E aly? )+ CA | l 
G) — Zei Gja k kel-M.-1 
Ron) BA AE RE 


"rm 2 
Les coefficients d ( ) sont construits à l'aide de la fraction continue montante, en commençant à 
la valeur nulle pour un terme d'indice extrémale suffisamment négatif. 


2 di (7° ) F C, £ 
dés y? B, — al? )+ A EN 


Cette fraction continue se connecte à la fraction continue ascendante comme suit : 


c o (n+m+2k+1{n+m+2k+2)_ o k-k -1 k =-M= EE n+m—Ô 
S (2n+4k+3\2n+4k+5) | i 2 2 
4(k, —1)+3=-1-2(n+m—6) 
4(k, —1)+5=1-2(n+m-6) 
Dé ebe avec 8 =(n+m)mod 2 

0 m= T 
2(k,—-1)+2=-(n+m-6) 


(e+8-1(s+6) 


(2(m-85)+1X2(m-8)-1) 


2 
> Crise Th 


À M 
L C = 
SW T; Lui _ „2 (- Ip ST E SE (2m + (Um — 1) 
C Lim y > 
MT E (2(m-8)+1(2(m-6)-1) nn” y? 
D RE ee 
Je 2) e 
d'al Bua Ay JA 

=> Lim dim EN 1 SS Lim Cu 1 = > du (7°) Ss Coj i 

Ve S d fall SCH E€ By: A )+ Anal es d, fal BA Di )+ Au- IS M-2 
di 2 1=M x 3 C 

M D ) = Fa ) PA e k 


d"(y°) 1=1 i B, — A(y°)+ E 
La normalisation des fonctions de deuxième espèce : on utilise le même type normalisation que 
pour les fonctions de premier espèce sur les coefficients des indices k€[-M,+°2°], soit : 


S on pla) Gemma e on pla) arma, y 


SE 2n Fakti (n+m)i (n=m+2k)!) E 2n STEE my 


Il 
re 
a 
n| + 
š 
Kess 


Cela donne donc le terme de division global dans le membre gauche de l'égalité. 


qs” (ey )= Si) dr (2 )P ela KÉEN EN avec wn 
Ze k=-M 


Construction des fonctions angulaires de première et deuxième espèces sur l'intervalle [1,+c°] à 


l'aide des fonctions associées de Legendre sur le même intervalle, quelques soient les paramètres 
d'ordre et de degré u, v 


Il s'agit de construire les fonctions sphéroïdales angulaires sur le même intervalle que celui des 
fonctions radiales, et de montrer que ces deux fonctions angulaire et radiale sont en réalité 
proportionnelles. Le facteur de proportionnalité est aussi appelé facteur de jointure, « joining 
factor » dans la littérature (voir le paragraphe spécialement dédié au facteur de jointure) 


Les fonctions sphéroïdales angulaires définies sur l'ensemble des complexes C et quelques soient 
les paramètres u et v sont définies ainsi : 


sehi] per) Sa) zec- Psl) Sd! (2), (à) 
k=-00 Km 
geil sc Sd) zec- Pelny) Stabil 


LS k=-00 


H DI 
2 1+x\2 1 1x) f1-x\2I(v+u+1) 1 | el 
H = C ZELE 1 :1 . F 1-v :1 SET 
Ok ur ) T(1-u) * (+ Fe D ) (=) T(v-u+1) r+ u)? ` FER 


m 
| E 
EE tan) (e je (ati 5) 
Dr 3 SE 2 2 DZ 
dai 


Les coefficients du développement en série possède la même récurrence : 


Ai, (°)+(8,-2 (7° az, G) +C diae )=0 kef-,…,-10,1...,+0} 
o (v -u+2k-1\v-u+2k) 

(2v +4k-—3)(2v +4k-1) 
2 (+24) +24 +1)+ u? —1 

(2v z Ak UU +4k +3) 
2(Vv+u+2k+1{v+u+2k+2) 


A, = 


B, =(v +2k\v +2k+1)-2y 


C Ke 
i (2v +4k +32v +4k +5) 
Ka SÉ Sieg 2V+1 ` Che-uztUlfivzuz2kz1 
N 1 a” (Y 8 
ormalisation > | A ) 2(v +2k) +1 rív Hu 1) rív u+2k+1) 
Tv+u+2k+1 
Symbole de Pochhammer (v + u+1),, = Kox Se ) 
=> Normalisation > (a: Gi I 2v +1 v Mike EE -1 
k=% KE 2(v + 2k)+1 (v — u+ IL. 


2 
et sont construits de la même façon, tout comme les valeurs propres À o ) exception faîtes que 


dans le cas général les matrices et les fractions continues sont bilatérales, étendues des indices -°° 
à +0», 


Cas u+v entier : développement unilatéral sur les indices k > 0 


Lorsque u+v est un entier alors on retombe dans le cas où la série est unilatérale vers les indices 
+20, Mais contrairement au cas où v et u sont entier, il n'y a aucune fonction associée de Legendre 
qui soit identiquement nulle. C,;s'annule en ko-1, la valeur de ko est la suivante : 


Crh- =0 S ko rn 


Et le développement unilatéral se présente sous la forme : 


xebh] pstry) Erao) Paa) 
k=-| "TH 


2 


sec Lal Psy) eyang) Pial) 
Pour ce qui est de la fonction de deuxième espèce partons du développement équivalent : 


k=- HTV: ba: 


TEE > GU dn,beilOn + ohh 
vz 


La première série contient les fonctions associées de Legendre formellement divergentes car 
u+v+2k peut être un entier négatif. Prenons alors cette première série et réalisons formellement un 
passage à la limite : 


Lim "Stan 2)a# (x) = Lim "Stan 2)a“ (x) D -1=v+2k+e 
Zen Ech v,k y v+2k+e ne = 50 Ee v,k y V1 KS 
>V =-v—2k-l-e 

En utilisant la formule de connexion des fonctions de Ferrer sur [-1,+1] : 


Q“ (x)= x Cos(ux)Cos(ÿx PE (x)- Sin((u +7 ke QE (x) 


Sala kel 


Cela donne : 
Q“ (à LT Cos( ur )Cos(z(v +2k+1+ E) ER (x)- Sin(x(u-v-2k-1- SIE arie (x) 
Kees Sin(r(u +v+2k+e+1)) 
Cos(r(v el , Sin((u-v+1-e)r) 
u Da p” 3 
UH (x) m Cos(ur) Sall A PE ir) -v-2k-1-8 (x) Sin((u FRE eyr) -v-2k-l-€ (x) 


Or Sin((u +V+E+ DI D (- 1) Ges 


=> Qfare (x) S C D” |cos(ur)Cos{rr) P (x) a EE Seele? D 


Injectons cela dans la série et effectuons un changement de coefficient par passage à la limite : 


k=-M-1 k=-M -1 ; E 
un EVAG) Aut) Lim "E CN Eal A Costur Cosar) Pt u) -PUA Ai 
k=-00 k=-0 
u 2 a 
Supposons Lim dat) zt 
e—0 E€ £ 
k=-M -1 k=-M-1 eg ; 2 
= Lin POVAA) E CNA GA Coslur)Coslav) P det: DZ Klo. Aal 
En Lem 


L'expression du développement de la fonction sphéroïdale de deuxième espèce devient donc : 


_| u+v 


k= -1 
+00 


ar) État E Nan costuncos(re)Pr (et: HCH lo Aal 


E k=-0 
2 


Avec les fonctions associées de Legendre de type 3, sur tous le plan complexe sauf (-°°,1], on utilise 
la formule de connexion : 


u Li e7 Coste )P#(x)- Sin((u +7 e äi (x) 
=. Sin(uP}r) 


Il vient l'expression suivante du développement : 


| Ei 
2 


Oe. (x, MË >, (- 1) d, GL ) Or (x)+ (- BEZ E 1) gi Gi Je Cos(av) NE (x)- UE) FE as (x | 


=| Ury k=-0 


Il reste à déterminer la méthode de construction des deux jeux de coefficients et la normalisation. 


m 2 
Les coefficients du o ) sont construits de la même manière que pour la fonction de première 
espèce, à l'aide de deux fractions continues descendante et montante : 


o du) o A E 
À d Dé fi B; BEIM Cr | ? Sc 
d. (2) C, 


H (+) keļ-M,-1 
fi d'Jil fi B, BEIM ER l l 


Tm 2 
Les coefficients d ( ) sont construits à l'aide de la fraction continue montante, en commençant à 


la valeur nulle pour un terme d'indice extrémale suffisamment négatif. 


70 2 EM) FOR (CE 
dl B, =al?) AFÈ 


k e |- kua -M -1,-M —2] 


Max 


Cette fraction continue se connecte à la fraction continue ascendante comme suit : 


v+u—-ô 
2 


a a (v +u+2k+I\v+u+2k+2)_ o Pasie EE 
(2v +4k +32v +4k +5) S 2 
2 (e+8-1e +8) 


avec 8 =(v+yu)mod 2 


DC y de plus (s+8—-1Ke +6 =e(-1) 
vn H Dia SO St EC 
z Č S 
; C m-e 2 (- Ip er SE (Gun 
C_y2 Lim y > i 
80 E (2(u 8) (Ui ô) 1) ere, ae č 8 y 
M (2u=12u-3) 
76) SES dual) _ ui S 
Wa d Aw (72) B y — A2 )+ An 
><> Lim WEN =— Lim C-u- 3 E 
gg £ d, Dal + € Bua Ach SE 
EE Ce 
>g (F ? ZO 
d, Y ) B ya At )+ À y e 
de). 2 id 70 Coo 
d. y? Ga B; -aly>)+ AT 


La normalisation des fonctions de deuxième espèce : on utilise la même normalisation que pour les 


fonctions de premier espèce sur les coefficients des indices k€[-M,+c)], soit : 


SS u (2 2v +1 (v+u+1), 
È UC ) 2(v+2k)+1(v-u+1), 


m =| 7e] 
2 


Cas u-v entier : développement unilatéral sur les indices k < 0 


Lorsque u-v est un entier alors on retombe dans le cas où la série est unilatérale vers les indices - ce. 


A,.s'annule en ko+1, la valeur de ko est la suivante : 


Au 50S ko JH 


2 


Et le développement unilatéral se présente sous la forme : 


ge SCH 


2 k 

xeþi] ` Geiist: D Cat (2)P4, (x) 
k=- 

zeC-[-o] Feit: $ LGufdn,bcle-,tz 


Em 


Lorsque les paramètres u et v étaient entiers, il a été montré que ce développement était 
totalement équivalent au développement unilatéral moyennant la transformation n->-n-1. Il en est 
exactement de même avec transformation v->- v-1. 


Cas u+v entier et u-v entier : développement fini 


Si les deux conditions sur u et v conduisent à ce que ces derniers soit des entiers alors les solutions 
de première espèce sont uniformément nulles. Le seul cas de figure pour lequel la solution de 
première espèce ne serait pas uniformément nulle est celui pour lequel u et v sont des demi- 
entiers. 


Dans ce cas le développement fini serait le suivant : 


k= Uu 
2 


+27 
xE [- 1,1] PSY. (x, y?)= e i (- 1) d. (Pta (x) 
e 2(V-u+2k-1Nv-u+2k) 
(2v +4k -32v +4k-1) 


be a 2 +2k+1)-2y? VW +2k+1)+u*-1 fait apparaître 
(2v + 4k UU + 4k +3) 


o (Vv+u+2k+1{v+u+2k+2) 
(2v +4k +3)\(2v +4k +5) 
systématiquement des pôles à l'annulation de l'une quelconque des expressions : 
2 +4k-3 2v+4k-1 dv A AE +1 2v +4k +3 qui est nécessairement un multiple de 4/ 


Toutefois la récurrence ` Je 


Se 


C, = 


Valeurs spécifiques de la fonction sphéroïdale de première espèce en x=0 et limite en x=1 


Pour les valeurs de degré et d'ordre les plus générales, les valeurs en x=0 des fonctions associées de 
Legendre de première espèce et de leurs dérivées premières s'écrivent : 


Comme : 
P” (0)= an aP“ (0) _ Ja 
K rh) rza) ox doa "zz 
2 2 2 2 2 
v=nu=mEN n-m pair P”(0)= (1) 2 (ntm)! aP; (0) o 
RE Sall Kg ox 
= n-m+l 
v=nu=meN n-m impair P"(0)= 0 oP, (0) _ (-1) 2 (n+m+1)! 
ox vf) (Et) 
2 E 2 i 


Les valeurs de la fonction sphéroïdale de première espèce et de sa dérivée première deviennent : 


ps#(0,72)=2" V7 Ý Gud, EE (1) aso) 
rfi) tx) ES EE 
2 2 2 2 2 
; een At, EE tt (n+2k+m)! aps” (0,7?) 
n-m pair ps} (0,7 )= £ d”,(y ) =0 
CH ge EE SS 
2 2 


sry ET. Zack 2) (n+2k+m=+1)! 


aa PRL, p) Er 


n-m impair ps” (0,y°)=0 


Pour la détermination de la limite en x=1, il faut distinguer deux cas. Ici je reprend les calculs ayant 
cours sur la normalisation de Chu & Stratton, mais de manière différente, avec tout d'abord la 
liaison en les fonctions associées de Legendre de première espèce et les fonctions de Gegenbauer 
de première espèce : 


P#(x)=2"# d -y) T(1+u+v) q DE BEI 


N Jr T(1-u+v) Zu 
ue | 
Comme CM 1 REH, DV Dal a K-frb- 2 
T(-2u)T(v+u+1) dh Si T(1-u) 
2 
zxr 1 
Nata i së 
P(x) ( 1) Jr 1 "FC 
HEN d 
1 -2u = 
Comme Ge ROSEN 2 # V7 AUS an) pat Gu LU +41) JEE 


T(v-u+1)T(1+w) 


1+2u)T(v-u+1) d'Lut, xol 


Il vient alors deux types de limites : 


ven dlaka TO e 


` or ý A A Paa kge aT +u+l+2k) 
0 Lim ( x ) ? ps (cr ) së 1) pa 1) dit ere 


HEN Lim l-2} ps#(x, 2) 


Transformation des paramètres u->-u et v->-v-1 et de l'argument z->-z, propriétés de symétrie pour 


les fonctions sphéroïdales anqulaires 


Je donne ces diverses relations sans démonstration. Les résultats sont tout d'abord reproduit dans 
l'ouvrage de J.Meixner & FW.Schafke « Sphaeroid funktionen » paragraphe 3.63, pages 286 et 
suivantes pour les fonctions angulaires et pages 293 et suivantes pour les fonctions radiales, ainsi 
que dans la thèse de PFalloon e Theory and Computation of Spheroidal Harmonics with General 
Arguments » en pages 26 et suivantes 


Transformation v-> -v-1 


ei rail pst (rt) 

ú ( A8 Sin((v s#(x dÉ Cos(vr)Cos(ux) Dr 2) 
(DO SE pa) PT 
Cos(vz 

Sin(vr) ? cl ed ) 


u=mEeZzZ gs", (x MË DEM 


Pst (y? )= Ps# (x 7°) 


Sin((v + uyr) 


Os, - (x,72)= ue A ` (x Dy dÉ än Cos(vr) 


St, et ki 


u=meZ> 9s” le, )= osr (ey )-2 S per(e?) 


BEN S e Cr) Sox (x, y?) sx (x, y?)= rare (x, y?) 
SOA (72) Sir )S (x,y? )- Cos(vx)S (x,y?) 


SOC, 7°)= Cor )S (7°) Sinas (x7?) 
SOA (2) -D's (72) 


venez Sr) CSP) 
SOU (x, DÉI Gu SO (x, y 2) 
SC, y dÉ RÉI sO! (x, y 2) 


La transformation v-> -v-1 retranscrite dans les coefficients du développement donne : 


d*y (72)= d (2) 


Transformation u-> - 


us Hi | Cos(ux)ps! bon sin(ur as! (x7? ) 

qs;" (7°) EEEN] cos(ur has (sp }4 Z Sin) pt (x 2) 
EEN E per(e?) ETA Ell Gin dea 
DEE ZC NEE 

e Elo 

u=mezPs;"(xy°)= eont ps "len" oss” (er) PE osr (x,y?) 


Ee 2) s(x, y? )= se (x,y?) 


Y 
Se (x, y? ) = 5O (x, y?) Sse (x, y? ) = sr (x, y?) 
La transformation u->-u retranscrite dans les coefficients du développement donne : 


DT des muse eo 2) 
T(v-u+1+24)T(v+u+1) ” 


Transformation x-> -X, Z->-Z 


pst (x,7?°)= Cos((v + u)a)pst bel Cos( + ur Mer" 
m 
ds (x, °)= —Cos((v + ur )ps# (x, y°)- Ss Cos((v + uk Wei (x, y?) 
v=neZ u=meZ—> ps” (x,y? )= (- 1)"*" ps” (x,y?) qs” (x,y? )= (- Eh qs” (x, y?) 
SOU 2,72) Cr 2) #7 z} SO, 72) 


s(x, )= frt streits" (ts Sr z)” Tan(vr)S VE 2) 
v=nezZ u=meZ- St" (- Z, y? )= (177 s0” (z, y?) sO” (= Z; y?)= (AE s (z, y?) 


La transformation sur les fonctions radiales est plus pertinentes lorsque l'argument z est dans le 
plan complexe. Dans les problèmes aux limites les fonctions radiales sont le plus souvent définies 
pour x> 1 sur l'axe des réels. 


Construction des fonctions sphéroïdales radiales de première, deuxième, troisième et quatrième 


espèce 


Les fonctions radiales sont en fait les solutions de la même équation différentielle sphéroïdale mais 
lorsque l'argument réel x est supérieur à 1 : 


(1 el El li x?) pt 


On pourrait rechercher les solutions à l'aide des mêmes fonctions associées de Legendre mais cette 
fois-ci pour x > 1, mais ce n'est pas ce qui est le plus efficace. D'abord il est d'usage de transformer 
très légèrement cette équation différentielle pour tenir compte de l'argument x >1 : 


(x? EE +2x ae) (a °(x° 1)+ SIE 


Ensuite on transforme cette équation différentielle par le changement de variable suivant : t=yx, 
puis le passage à la limite y->0 : 


(e EN „x 2O (> SE E Men 


dt? dt 


d’ y(t dy\t 
y>0>r O) yos aG aþ(x)=0 


Or la dernière équation est exactement l'équation des fonctions de Bessel sphériques définie à 
partir des fonctions de Bessel sous la forme : 


dt 
1:30 Y 10) 
10 EE no- f- 


Le passage à la limite y->0 des solutions radiales de l'équation sphéroïdale est donc un peu plus 
plus subtil que pour les fonctions angulaires à savoir : 


ave) Er elt 600208 aile Oe 


Lim Ji = a j,()+b y,(t) 


70 


Ce comportement limite en y->0 nous suggère d'utiliser justement les fonctions de Bessel 
sphériques j,y et Hankel comme une base de développement en série tout comme on l'a fait pour 
les fonctions angulaires vis à vis des fonctions de Legendre associées, soit formellement pour 
quatre types de fonction radiales : 


xellto]  sO”(x,y?)= h SEN Srn ut x) 121234 


2 
X k= 


Fonctions de Bessel Sphériques fÈ, (x) fe = j,}, SU az) 


Je donne le résultat suivant sans le démontrer : quand on injecte ce développement et compte tenu 
de l'équation différentielle des fonctions de Bessel sphériques on arrive à la récurrence suivante à 
trois termes sur les coefficients r : 


À FR OM (8, at)", (2)+ Gab U 


> (n+m+2k-1{n+m+2K) 


= 
p (2n+4k-—3\2n+4k-1) 
2 
=(n+2k)\(n+2k H 1) 2y? (n+2k\\n+2k+1)+m =i 
(2n+4k-—1\2n+4k +3) 
C, = o (n-m+2k+1{n-m+2k+2) 
i (2n+4k+3)2n+4k+5) 


On constate donc que c'est en fait une récurrence similaire à la récurrence obtenue pour les 
fonctions radiales avec les changements suivant m en -m et les coefficients A et B changeant de 
signe. Ce dernier changement peut facilement se résoudre par une multiplication des coefficients 
par le facteur GI Ainsi les coefficients de série radiales sont liés aux coefficients de la série 
angulaire par la relation : 


Jar] 


Pour autant la série radiale conduit-elle à des valeurs caractéristiques À identique ? Après tout il 
s'agit d'un développement fonctionnelle de nature différente. Toutefois on sait deux choses 
importantes : 

- les valeurs caractéristiques ne change pas avec le changement de signe m en -m 

- la valeur caractéristique À est solution d'une équation transcendentale construite à partie des 
fractions continues définies sur les trois coefficients A. B.C. Or toute transformation des 


coefficients de la forme du Ve SJ (=) conduit à une récurrence à trois termes : 
PO Aë Sk) E 
Te- 7-0 * 7 (7 dÉ (B, (y "KR: A 2)+c, DIEN 1) dat? )=0 


Soit avec les trois coefficients : T (k) A.B.C TAN Autrement dit les deux récurrences 


=1) KIES “ f(k 
construite avec les termes Au, Bu Ch et A5, EE See (k) sont équivalentes et doivent 
1 JU 
conduire aux mêmes valeurs caractéristique À. Ce qui est ici notre cas puisque : 
EE 


"EU f(k+1) 


i)m 1 ` Ge =m $ 
On peut donc à ce stade écrire ` |x ell++] ` Si DIN ch dah Vaal x) 1=12, 
k= 


Fonctions de Bessel Sphériques fo =j,y 


La normalisation des fonctions sphéroïdales radiales est liée à leur comportement en lorsque yx- 
>20, Les fonctions sphéroïdales radiales suivent le comportement asymptotique des fonctions de 
Bessel sphériques correspondantes, à savoir : 


Lim SU(x,72)= Lim j,(y x)= + ad: el Lim sO” (x,y? )= Lim y,(y x)= -+ Coy =a 
# yx 2 2 yx 2 


7x0 7x 7x0 


Lim SE (x, 7° )= Lim j,(y x)+i v,(y x)= e ds Lim SO" (x,y? )= Lim j,(y x)-iy,(y x)= SC dk 
222 yx 


7x0 y x> Ké y x> 


En injectant cette normalisation dans le développement, il vient : 


im Sr) bin (1-4) È aze sr) Gsm 1) Senast) 
7x0 7x0 Se tao y X 2 PATES Em 

m 2 = = l zg -m{,,2 Co KE = G CAT V _ 1 24 rs ml? 
Lim A. (xy )= Lim í m À da (y L "ol S nl de S Juin í H 2 1) d. (y ) 


sa Žeje ea- erat] 


ko 


Dans le cas de degré et d'ordre entiers n et m tel que n>=m, la série n'est pas infini dans les deux 
directions, elle s'arrête les indices k négatif lorsque k < ko et comme la série est construite en 
changeant m en — m, on peut transposer le résultat pour ko : 


n-m 
2 


k, = —R si) [EE avec 6 =(n—m)mod 2 


On peut donc écrire la série sous toutes ces formes équivalentes : 


sO” (x,y?)=C afi- SE Sch lee x)= aff Saz x) 


—el-Af Saut x)=c cl art E 


2k=m-n+ô 2k>m-n 


Compte tenu de la normalisation les fonctions radiales de première espèce peuvent donc se 
construire à l'aide d'un développement en fonctions de Bessel sphériques donnée par la formule : 


svar) Carte) GT Darta) 


2k>zm-n 2kzm-n 
| à 
serler) EC arte) -Ë Dazhai) 
2k>zm-n 2k>m-n 


(x) we x)= (y x) 


Fonctions de Bessel sphériques pl), (y x)= ee 


Ga l 2k 27 x X mz La 


At 2)= KÉ d" 2) et Art dÉ DOC =) 


On notera: 2kzm-n 2kz-m-n et l'on retrouve les 


formules 30.11.3 et 30.11.4 de NIST : 


SO, y2)= er KREMER 


n 2k>m-n 


x 2} 
ser) Käch, Sean 
Abel >(-1) dRo) 


2k>m-n 


Fonctions de Bessel sphériques vil. (7 x)= (y x) y), (y x)= 


Y 
Sch SE T xX n+5+2k 


En dehors de la limite lorsque le paramètre y s'annule : 


Lim sO” X Ee SN (x) et Lim SU)" Hu | Lee E, (x) 
70 y 2x HS 70 7 "e Set 


Que devient cette fonction radiale lorsque le paramètre y s'annule : 


É C1) d;2(0)= a;i (0)=1= 50"(x,0)= (1x 2} Zä kaart GC 


2k>zm-—n X 


Pour m=0 , il vient : 


SO, y 2)= tat, y kel, fal A°(y 2)= SE 1) d° (y 2) 


2k>-n 


Fonctions de Bessel sphériques y, k (7 x)= (y x) 


ss Lx 
2 


La seule fonction radiale de première espèce qui ne soit pas identiquement nulle est pour le coup 
lorsque n=m=0, comme on vient de le voir : 


s(x, 72)= tert D'Jil 2e vR) PE ” „x)= yNO)=0 sauf pour k=0 


>y=0 SO? (x,0)= go OrPo- Lim, Er 
2 


Détermination des valeurs propres À de l'équation différentielle des ondes sphéroïdales 


Il existe deux méthodes pour déterminer les valeurs propres À parfois appelées valeurs 
caractéristiques, l'une est historique basée sur la formalisation des fractions continues présentées 
auparavant, formant une équation transcendantale et l'autre est une méthode matricielle. L'une et 
l'autre sont indissociables d'une récurrence à trois termes. L'une et l'autre peuvent également se 
combiner. 


Commençons par la méthode matricielle. La résolution de la récurrence à trois termes : 


4d” 0) (B, -40 ar beiled °)=0e aaar) Baro) Ca” aoe) =h) 


de a (n=m+2k—1\(n-m=+2k) 
à (2n+4k-—3)2n+4k-—1) 
2 
(2n+4k—1)2n+4Kk +3) 
é o (n+m+2k+1\n+m+2k+2) 
5 (2n+4k+3X2n+4k=+5) 


est équivalente à la recherche des valeurs propres et vecteurs propres d'une matrice tri-diagonale 
de taille infini. La simulation consiste alors à partir d'une taille finie suffisamment grande, de 
calculer et de classer les valeurs propres dans un ordre croissant (ordre défini sur des valeurs 
propres réelles ou imaginaire), puis d'augmenter progressivement la taille de la matrice pour 
atteindre le degré de précision souhaité sur chaque valeur propre ainsi obtenue. Les vecteurs 
propres donnent directement les coefficients du développement en fonctions associées de 
Legendre, moyennant une éventuelle normalisation et détermination de signe de la fonction 
résultante : 


Récurrence Ad" + Bar be) Carai) =h) 


A4, B,C, 0 
0 = 
0 4, B, C, 0 
KÉ ALE M, - 0 4 B, & 0 x, =la h)a hanb hanhan] 
On fi: BE Cri 
… 0 
a UA BC 
L 0 J 


xele) vecteurs propres de M 


co 


La méthode des fractions continues consiste tout d'abord à modifier légèrement les fractions 
continue définie précédemment : 


d” (2) d” GL 4 = C, 14 
cl SE ci = e dech set? =] B,=B, 
d, (y ) dy P ) (- 
MC 
S A c C, 14 À, 
fo = 3 >C, fO e NL zi ~= 
i B, — Ali +C,fQ KE i B, at) Ci EI HIE 
À, 
©) Ba et, Cai = nu À 
ki © C, ~ e OR ==Njg = {a af )+ SCH e H Di ) à.) 
EK 
N, == = fraction continue descendante 
Ss B, -aly )- Npn 


AN B, API fraction continue montante 


Notation Si EN E EC 
KE b, + b, + b, + b-— 2 bi- b,- b,- 
b, + — b, -— 
br. b, — 
N == Ar ES k A, A, 
= — = = 
z B, — Act Na BA vi D. al?) H, aly?) 
x Je A A. À, 
Nu =B, DEN lt alr?) = S 2) 3% SS SKS SC 2 
N; B, ; aly ) P. Al ) B,- -A ) 


Quelque soit l'indice k pris par exemple comme point de départ, les solutions À correspondent aux 
valeurs pour lesquelles les deux fractions continues montante et descendante sont identiques : 


z k+l i KI z KI =B A7 æ Ar Ar As 
LO DEM B,,2 al?) B,,3 HEN LO HEN B, —À y) B,3—2 vil 
Ges E Ges EI Sege EI Seen H HOM S À, Së À; et A; - -]0 
LO aly ) Bia aly ) LI aly ) B; aly ) B, ; aly ) B, ; aly ) 
Cette dernière expression constitue une équation transcendantale dont les racines À sont les 
valeurs caractéristiques de l'équation des ondes sphéroïdales. D'aucun démontre que les racines À 
ne sont pas dépendantes du point de départ k de l'équation, autant donc prendre k=0 pour la 
détermination des racines (numériquement, voir la suite). L'équation transcendantale pour k=0 
s'écrit donc : 


Nu = 


À À À ei À À À 
— 1 — 2 — 3 -| E )-= 0 z -1 — SE =0 
bee to OAE dd ier 
a= Dt. f0()=0 O(1)=N, == À = À, z À 
Hale rien Arie ersat An 


Nota bene: comme le dit PFalloon dans sa thèse, le choix k=0 comme point de départ est 
commode car lorsque la sphéroïdicité y est nulle tous les coefficients A, sont nuls, ne restant que le 
terme en Bo. Et dans ce cas l'équation transcendantale s'écrit simplement : 


B, -4(7°)=0 © All 8 =n(n+1) 


La résolution numérique de l'équation transcendantale consiste en deux étapes : 
- trouver une valeur approchée d'une racine de l'équation transcendantale 
- appliquer la méthode de Newton à la fonction transcendantale de l'équation 


Pour trouver une valeur approchée d'une racine de l'équation transcendantale, la méthode 
matricielle est idéale car les racines réelles trouvées ordonnées par valeur croissante s'indice 
naturellement n=m, n=m+1, n=m+1, etc … 


La méthode de Newton ou « Newton-Raphson » est traditionnellement employée pour trouver 
« rapidement » une racine de la fonction f(x), soit f(x)=0, connaissant sa dérivée première. En 
l'occurrence la méthode doit s'appliquer si la fonction f est dérivable et si entre l'argument de 
départ x, de l'itération et la racine la fonction est monotone décroissante ou croissante, soit que la 
dérivée première ne change pas de signe. Par ailleurs il est indiqué comme précaution d'emploi que 
le point de départ x, ne soit pas trop éloigné de la racine recherchée. 


La méthode de « Newton-Raphson » consiste à construire la suite x, et x, =x JG) dont 


on peut démontrer la convergence rapide, si les conditions d'emploi ci-dessus sont respectées. 


Ça tombe bien si f(x) est la fonction transcendantale alors elle coche toutes les cases d'emploi. Il 
reste maintenant à en déterminer la dérivée première. Revenons aux deux fractions continues et 
effectuons la dérivation formelle en fonction de À : 


SE ei 2 
N, == 2 SE — À, | 1 Mau) M (Z) 
B, -A-N pa (8,-1-N,.) KI 
5 E À 
N,,=8B,-2 LE Die _ Ir AN; 
N, oA N, O4 


Autrement dit le calcul de la dérivée première de chaque fraction continue résulte également d'un 
processus itératif : 


í EG ` SC fi ai T) , oa oul or 


oA O2 O2 


Et l'on peut écrire au stade n d'une quelconque itération le schéma de Newton-Raphson (le schéma 
comporte une sous-itération de longueur Le pour estimer la fraction continue et sa dérivée) : 


a }= fO 0 }- FO 
À, et Re N ER P= OII A schéma itératif f(a) di) 
TaN Lei A7 a) 
e (a, )=8 -A H 
OO Raia MORE ` 
Départ G) UE à itération de Jess 
SE EE Re d'G. ou Ÿ A'a) 
-1 n 
R O(a Z 4 
Da). H WR? 
Départ S a) Ka S } itération de Til 
n) T —)t — À —)t 
- PQ) RL a) 
l 
Fin « G-A 


La longueur lmax est à définir soit fixe soit variable de manière adéquate. PFalloon a réalisé une 
boucle supplémentaire d'incrémentation de Imax de telle manière que l'estimation des fractions 


continues conduit à une même valeur de l'itération à la suivante à la précision choisie après la 
virgule. 


L'adaptation du schéma de Newton-Raphson à une équation transcendantale issue d'une 
récurrence à trois termes, adaptées tant à la détermination des valeurs propres de l'équation des 
ondes sphéroïdales ou à l'équation de Mathieu est dû à C.J.Bouwkamp dans un article 
remarquablement explicite de 1947 : « On Spheroidal Wave Functions of Order Zero ». 


Fonctions d'ondes sphéroïdales angulaires de première et deuxième espèce pour x>1 


Pour ce petit chapitre nous allons noter les fonctions associées de Legendre de type 1, initialement 
définies sur le domaine réel z€ [-1,1] et les mêmes fonctions de type 2, initialement définies sur le 
domaines réelles z>1, toutes deux étendues sur le plan complexe, comme suit :. 


Pilz), Piz), 05), 05,2). 


Les fonctions associées de Legendre de type 1 et 2 sont connectées par les formules suivantes : 


v,ueR 


k J-E ie " (z)- z Gr ml/ iv: 
WD We Old Cosa al WH A (a n) JIPS) 


ve ech A wë vu cd 
voa me) 


Formellement les deux fonctions sphéroïdales de première et deuxième espèce peuvent se 
construire à l'aide des développements suivants : 


ENEE 

oi, (er) EC an Rail 
ps, (y) SCD) (x) 
qs#,(x.y°)= DOC e 


xE |- 1,1] 


Avec ces définitions, seules les fonctions de première espèce ont une formule de connexion 
similaires avec celles des fonctions associées de Gegenbauer dont elles sont construites : 


v,ueR 


esee EE o- | argent 


2Cosl(A + u)r ) (z 1)" 


na 


veR uch > qst, (2 )=e 


7 = CT P Dn me ) 


Avec les notations ps, qs pour les fonctions de type 1 et Ps et Qs pour celles de type 2, cela donne : 


v,ueR 


osier Een, ; t ds 8 o) 


Col? u}r )| (z-1}" 


veR ` ue A0 (z)=e eren 


Calcul du facteur de jointure des fonctions d'onde sphéroïdales entre les fonctions radiales et 
angulaires 


Reprenons les constructions formelles des fonctions sphéroïdale radiales ou angulaires : 


Ps! (x, r°)= SH 1) aty Së (x) Fonctions associées de Legendre P“,,(x) x21 
k=—%0 


Qs“ (x, y?)= D (— 1) d, (7° LS (x) Fonctions associées de Legendre Q” >, (x) x21 
Än 


SO (x,y?)= (x?) B 2 di "bc. (x 


aly? ) ns. Fee? v+— SEI 


a) Stat 


Soit le développement de la fonctions de Bessel de première espèce et application à la fonction 
sphéroïdale radiale de première espèce : 


BH v+21 EE pi v+2l+2k 
soes ET D SE al = (=) 
CS TU Alz? SEN Ce 2 Len À 
2 


sorter) tE Eater Ara FEES $ SEN 


SEN dr EH ! 


+00 toi +00 +0 


Comme  Vi,,,z Ke E Atene 


k=—œ 1=0 k=—œ 1=0 


=> SOA, y2)= Je (-x2} ez (1) 4,4 (y Sak 


-u 2 
2 A" ) ir GË 


v +00 +00 4k (An 2 
= Su (x, 7°)= va y gi x2) G J Ce dl < k < -k 
k=- (4X) ro e E +v +2) 


Soit maintenant le développement de la fonction associée de Legendre Q (type 2) et l'application à 
la fonction angulaire : 


NN Tuty lte ut uf do DEENEN =) 


u 
Q; (x) 2"# | d 2 7 2 ? 2 | x? 
DER à 


Se don D 


ir Ja dch u ul 2 
> Q! (x)= NE T (u +v A Uechter (Ste UP 
Or (x)= Tu tv +) xe) Pe E ne 
2 2 2 
24 [u+v+1 a?) 
T 1)= T T 
m EE | 2 D 2 
+v+21 
Pu+v+1+2i)= 2 do | greater) 
— ott, PE "+ EG (E RET(u+v+1+2)1 1 
v GT" rfv r 3 A ) I ! (Ge 
2 
+00 +00 d” 2 | J=+00 
Qs”(x, ZE Satoe (x)= 27: Le ee —1)2(x+1)2 X. ( 1) E E L _ 
+ RP x) f E SEH 1! (2x) 
2 
Comme Vi,,,z KE SE EE De plus dés Je d'Al e 
k=-00 1-0 k=-0 1-0 
+00 1=+00 
Gleack Er emi AÉ S cher Et" HEI Lo fe) 
E (2x) vs)" 
s8 Ses T(u-v+2k) 1 
SE Ss "de eis "D: EE et ET w 2 Zodi 
ed, ER r(-v+2x+ 2-1) f 


H JL 1 1=+0 £ T A 2k 1 
PRET En DE E NS 
(x) done 
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H 2 H 2 D A D D D e D 
Or Oe. Jon" tout comme Hi. (72) sont solutions de la même équation différentielle des ondes 
sphéroïdales sur le même domaine. Toutes deux doivent donc être des combinaisons linéaires des 


` ; u Cu e Le , S WAERTE ; 
fonctions radiales 2. (rh sey ) D'autre part la fonction radiale ®©% (7°) ne peut avoir 
les mêmes puissances de x dans son développement de par sa construction. Il en résulte que les 


nf a (x y? pOr , 
fonctions Oe. Ju" et ®% (7°) sont nécessairement proportionnelle car elles ont les mêmes 
puissance de x dans la série de Laurent. 


e 2" (- 1) d (2) 
E PT 1-24 +) I! 


Cela implique que le rapport : est indépendant de la valeur k, 


<< - T(u-v+2k 1 
( 1) 1 (u v+ ) ndlr) 
Ei donne 


autant donc choisir ce rapport à la valeur k=0. 


C'est ce lien qui va permettre d'introduire formellement le facteur de jointure. Si l'on définit le 
facteur de jointure comme partie du facteur de proportionnalité des deux fonctions comme suit : 


QUE (x,y°)= K“ GC) E 


Alors le facteur de jointure s'écrit : 


e (-1}4;#, (72) 


K#(y2) 


= ba D 
Sin((u—-v}r)T(u-v) + A” 0>) Ké GU ai (2) 


Or T{u-vir(i+v EE 


= K4(y2)=2-% 1er Pie u) 


S 
ki CT) 


Comment relier ce facteur de jointure, avec celui donné par NIST pour des valeurs entières de degré 


u=meZ —> Qs”, (x,y? )= Oe"? (x, CL Sin Ps} (x.y?) 


et d'ordre ? On sait que 


Dans ce cas la liaison entre les deux fonctions s'écrit donc : 


sO” (e, 72) ek EEIE er go (ey?) 


Or meN Os”, (x, y? )= Qs? (x, y’ )- T GE Ps} (x, y?) 
SEET, 


— Sr (x,7°)= e TK" DI 1)” IU ge Gah Cos(vr Le" er) 


Si maintenant le degré v=n est également entier, alors : 


v=nmeN sO” (x,7°)= Laag (7° }Ps" (x, 7°) 


Il est possible de montrer la relation suivante sur le facteur de jointure introduit ici : 


Aa") Ga") 


y Sin((u+v}r) 
En effet : 


> CU 
= | —7+v + >) 
2 
5 CC) 
"d. etc 
SE LATE, 6°) 


1=0 f-i-v+ r 
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Zb ES 
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5 Ke chu (7°)= EEGEN r(-v — ul or? 


K7” LG" Lux (7°)= DA EPA ri +v + u) y” 


Ml 


KË, (°)4#,(72)= 224), (v+)7 r(-v — u) y% 


zs (1) 41 (72) 
UE D STEE 


EST 


E EES 
Ebert (Jarre) HE TE 


En appliquant la transformation v->-v-1 sur la formule initiale de liaison : 


SOC, Ac Ke (2) Ve) ee gun (x,y?) 
T 


SE 


Ao Kear e 


En usant de la formule de connexion y Sin((u +v yr) entre les deux 
facteur de jointure, il vient : 


Kik y Sin((u +v)r)4;# (y?) Uk) 
st} A ) 


GE "(x X, y )= ya earo (x,y 


On peut encore tourner cette formule de la manière suivante : 


—i(-u-v)x 
st Se € (x,y? 
(x >Y 2)= y A") TK)" (x Y ) 
i(v-u)x 
sx e T(v-u+1) ʻi a 
SEL (x, Y Je y A" 2) “(y HESS +40 ( ) 


Srp E eruti keg | ee 


Toujours dans l'hypothèse où v=n est entier, la formule de connexion suivante est applicable : 


se) st (y) 
ET 


Alors si u=m est un entier ou même un réel : 


v=nez>] 


eur 


SOC, y? )= — -rnst (xy?) 
Ste Lea" (1) s (x, 72) ni g 
(2). 2) e n- u+ 1 2 
SP Gr?) DEM EC) TG + 0) 2° Sé 
Puisque Sher 


On a donc trouvé un autre facteur de jointure liant les fonctions radiales et angulaires de deuxième 
espèce. On les note dans le cas n entier sous la forme : 


o SE l+v+ al 
sO” (x,y? )= KO” (7 een (x,y?) gO“ (°)= 2-21 iv T(1+v u) 2 2 


gilet) 


s (y? )= KO Gost (y) KO (72) Takt) et KT) 


L(n+ +1) y A 


Dans le cas général : 


sl (x, Cl KOH p —v)x) etnost (x, y?) 
ZC 
(1) 4,",(°) 
x =r- vi) 


FE CIGA) 


Si ET 
2 
SX, y? )= er KB (7° ie? (x.y?) 
—i(u+1)r 
KY li y A" GP AGP IKOGA) TV +u +1) 


K 4 (7°)= 272v- oY 7 TO zx ul 


Il reste donc à démontrer que ces facteurs de jointure peuvent également se calculer selon les 
formules de NIST e Handbook of Mathematical Functions, Spheroidal Wave Functions a. 30.11.10 
et 30.11.11, et sont censés être identique. 


Facteur de jointure entre les fonctions radiales et les fonctions angulaires dans le cas des ordres et 
degrés entier 


Pour peu que l'on ait définit les fonctions angulaires pour z>1 à l'aide des fonctions de Legendre P 
et Q de type 3 (voir Mathematica, définies en dehors de la coupure (-°,1]), alors il a été démontré 
que ces fonctions angulaires sont proportionnelles aux fonctions radiales. Selon deux formules de 
NIST e Handbook of Mathematical Functions, Spheroidal Wave Functions a, 30.11.10 et 30.11.11. 
Les deux facteurs de proportionnalité ou de jointure que je retrouve sont les suivants : 


st (z, y? ) =K” (y)Ps” (z, y?) 
EE os” (2,7?) dk: a E Late) 
DGr+m+1) 7 Kroa oA) "7" SC zmn 
J (- 1)” BE 
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Kr (y)= SES f 
BE (- 1) d”, (y ) 


——(n-m-1 
Hy nu m-1) 


mz) 
) d + mjang f eE y?) 


ý dz 
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La démonstration de cette formule est « relativement » simple, car elle consiste à appliquer la 
liaison pour la valeur d'argument z=0 tantôt sur la fonction, tantôt sur sa dérivée première. En 


effet : 


; , n-m 
Si n-m pair r 
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S d jz E Y J (= Ba E (ey k =m S -m y) 
aF e er E el. 
g | Si n-m impair tin Ae 2 H 
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Si n-m pair Jay" Ch Je ) Si n-m pair 0 
m+l y-mf, 2 Ulm 2 e Gë e 2 
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SZ H Cl dr 72 Dell Re 5 
Si n-m impair 0 m 7 


Appliquons donc la proportionnalité en z=0 sur les fonctions ou leurs dérivées premières : 


(mn ,,2 äi 
Si n-m pair K' dÉ E DIEN "scha 
Wl. ,,2 
se) )s ell 
e d |, dëi 4 
Si n-m impair K”(y)= SE 4 A SCH 
dz A 


Un rapide examen montre que l'on obtient bien les deux formules NIST « Handbook of 
Mathematical Functions, Spheroidal Wave Functions », 30.11.10 et 30.11.11. 


Facteur de normalisation radial des fonctions d'onde sphéroïdales 


Dans le cas des degrés et ordre entier, nous avons introduit le facteur de normalisation de la 
fonction radiale, sous la forme d'une somme unilatérale de coefficient du développement : 


zk: EOE > Cat J=. pe IA  8=(n-m)mod2 


2k>m-n SEJ e E -5 
Art ‘26 1ÿ ar (°)= EE 2)= PRE d”) 8 =(n+m)mod 2=(7-m)mod 2 


Dans le cas des degré et ordre non-entier, alors les sommations sur l'index sont bilatérales, et le 


facteur de normalisation radiale s'écrit : 


APE) at) Stabil 


Wronskien des solutions radiales et angulaires 


Commençons par les fonctions de degré et d'ordre entier. «NIST Handbook of Mathematical 
Functions, Spheroidal Wave Functions » donne les Wronskiens suivant : 


Wronskien fso (27°) SCh (z, r}= — ZEC 


Wronskien fps" (x, y? ) qs? (x, y’ )}= A" (7)4," (y) e e m) D S 7 xE [ 1,+1] 


Wronskien leet A7 Os” (7° )}= (-1)" 47 are) - z 2€C 
æ= Eora) 4"(2)- 


2kzm-n 2kzm-n 


Tout d'abord d'après la forme de l'équation différentielle des ondes sphéroïdales, tous Wronskiens 
de deux solutions indépendantes de l'équation différentielle est proportionnelle à 1/(1-z°). 


En suite, à l'aide des formules asymptotiques en z pour les fonctions radiales, il est facile de 
démontrer que le Wronskien des fonctions radiales est : 


1 
Wronskien Jeu Ak AQU z,y° | = zeC 
CURSUS Er 
A l'aide des facteurs de jointure introduits précédemment dans les deux formules suivantes : 


sx (x,7°)= ER LG Läim kl ir sn (x, y?) 
T 
i(v-u)x 
staker?) ra ART a) Sé 


On peut calculer les Wronskiens pour toutes valeurs du degré et de l'ordre : 


Wronskien fso (2,7 s (2,7 )}= r 1) zeC 
IG" 


su CG y?)= KO” (2) (uv) er ost (z, 7?) 
E 


Gt- SE SE 
ya AT KP Tv + a #1) 
—i(u+1)x 
vi Gr 8 e T(v-u+1) 
KI) y A" 4 )TG + u +1) 
stin (z, y?)= KOH (jenost (x, y?) 
` Sin((v+ ur) ur __ Cos(vr) 
Ger. (2r°)= Sin((v — ur) Ge Ce: E SE Sin((v — u)r) 
sua (z, y? ) = —Sin(vr Jeu (z, y? )- Cos(vr el? (z, y?) 
= Wronskien fso (z, y E EA (x. D dÉ E Coste) 
PV" 
T(v+u+1) x e™7 A" (7° Ja (>? Kass) 
Tout)  SnQu-vr)e 1) 


= Wronskien {Pst (2,7?) Os! (2,7°)}- SG SS o = GE " 


gor 


v 


Ps (z, y?) 


=> Wronskien fost (z, y? ) Qs; (z, y? } = 


Finalement le Wronskien des fonctions angulaire ps et qs, à l'aide des formules de connexion : 


Ge 


JE 


d'M 


(2-1): 
peter lan TZ stralend 


© 2Cos(4+ ur) (z-1) 


j ressorteer ED (wi Zen 


D 
Ki 
ES 
N 
— 
Il 


vu ER 


Il vient ` yronskien E 2 +u + - A” Kick) 
"H =Z 


D'où la démonstration de tous les résultats donnés dans «NIST Handbook of Mathematical 
Functions, Spheroidal Wave Functions ». 


Solutions exactes (algébriques) de l'équation différentielle des ondes sphéroïdales lorsque m=+1 ou 


m=-1 


Quand m=1 ou m=-1, l'équation différentielle se simplifie, lorsque la valeur propre À est nulle : 


(1 2 ll, uh x?) S az 


1— x° 


y(x)= D =y, ) = u(x) K D del 2(1-m)x dut) + (a m(m—1)+ Dt =x? It) = 0 
(Zeche ZE, bech ueh- E ail 
= u(x)= A Sin(y x)+ B Cos(y x) 


ou 


y(x)= (x) 2u(x) = q- CD aah El, mn + + (= x° Jul) = 0 


fr Tka Gr G +72 (2) 09 = ( Le | rs) S 


A=0 X 
= u(x) = À Sin(y x)+ B Cos(y x) 


Solution pour m=+1 


Selon les propriétés de parité des fonctions ps et qs, de finitude sur l'intervalle de [-1,+1], et 
notamment en x=+1 et x=-1, cela impose que Si"&7)=0 ou Cos(y)=0, On a donc: 


+1 
1 2 \Z 2 (2+1)! 2n(n +1) 
Comme Teil: ) = 2n+1(n-1)! 2n+1 
nm 
onn ee nus x) i Della a 
È ` LP Seen) EES le P 2n(n+1) Le 1— x? 


mr 
=% 


1 [e (- IS Sin(y,x) = ©Sin(y, (x — 1)) n pair<—-n-—l impair 


ot 1) Cos(y,x)=@Sin(y,(x-1)) n impair <-n-1 pair 


í ; 1 oi (— es Cos(y,x)=-æiCos(y,(x-1)) n pair <-n-1 impair 
OS, (x, D )= ve 
— x 


n+l 
œc (—1)2 Sin(y,x)=-@$Cos(y,(x-1)) n impair <-n-1 pair 
Les fonctions Ps et Qs peuvent se définir à partir des formules de connexion établies pour la valeur 


m=1 quelque soit l'argument z complexe en dehors des coupures respectives des fonctions de type 
1 et2 soit : 


Ps,(2)= 


"sl a: EEE ne] 


Mais ces formules sont valables pour une construction à l'aide de fonctions associées de Legendre 
et aboutissent à des fonctions à valeur complexe. Or ici la construction des solutions exactes est 
différente et surtout directe, on peut donc proposer une formule de connexion simplifiée en 
éliminant la partie purement imaginaire : 


Kë 


RE ne) Wat Pa) 


Les fonctions Ps et Qs s'expriment donc comme suit : 
zb y?) fers (-0) n pair 
nz ERA EA 
—> 


1 o (x = 1)) n pair 


GE 


vi" Sinti, (x — 1)) n impair 
@Cos(y,(x-1)) n impair 


Pour les fonctions radiales, il convient par identification se s'assurer du respect des conditions de 
normalisation à l'infini : 


Lim SO” Xy = 7 J  (x)= Cos[ x ged L sinx zz) 
y>0 y xo mz 2 x 2 


Lim sO” X y = |Z Y (x)= Sin x ged L Cos[x-"#) 
70 y 2x n+> 2 x 2 


Les fonctions radiales sont les suivantes et respectent bien la normalisation à l'infini : 


sO (x,y Se Sin(y, (x—1)) x 1 Sin 


2 


nm 
(+22) pour x— œ 


e ae st x 
PS Cos(y, (x —1)) 1 nT 
sx x,y, )= = z= Cos| x—-— | pour x> œ 
Lack, 1 of 


n 


Remarque : c'est essentiellement la condition de normalisation à l'infini qui permet d'identifier 


l'indice n comme similaire à celui de la construction normale des fonctions sphéroïdales (radiale 


uis angulaire) et donc par ce biais de justifier de la normalisation de Meixner et Schafke sur les 
deux indices m=1 et n. 


Le Wronskien de ces deux dernières solutions est donc le suivant : 


Lentz") Gr} Cela correspond à la valeur usuelle du Wronskien des 
Yn 


fonctions radiales. Les deux facteurs de jointure sont donc les suivants, en comparant avec les 
fonctions angulaires sur le même intervalle : 


Ile n pair 
go! Si n 
(z, y’ ) z KO (y Le" (z, DM e ” o) Yn fe n impair 


erer ou ife n rer 
” Yn 


o. n impair 


Les deux constantes de normalisation se calculent comme suit : 


“=a. GEES TF (o 2an) Li 
EE Cost) 

n pair fax f 2 = {reuuers Í f dt —— su 270) 
=] =x 2na 


CW 
n impair fax 2 (rues! i HE 4 rotes) 


Zum 


Remarque : ces intégrales pourraient apparaître comme impropre, au vu de l'intégrande en x=1 et 
x=-1. Mais le choix de la sphéroïdicité y régularise l'intégrande à l'approche de ces points. 


En effet pour n pair : 


Io zi Da -far Ea x) Jil oz), sfa! gece 
— x° 1+x 
r= n=2p peN 2y=2pr 
t=1-x Cos(2y (1—t))= Cos(2y t) 
= fax l- C Cos2r ») E L t)) - jar ser fatt 
t d t 


t=1+x ec l —1))= DE t) 


Ja Era jar Cor DL fa 1Co fytre fat o 
(EE: t i t d t d t 


>ja Se "al. =] far 1 Cor) _1 fai Coste) 


t 0 


47 
Or fa 


0 


t ICE) SÉ = yEuler + Log(4y)+ fat Cox) 
4y 


+1 SE Ka T 
A | a SU») 2 ane `eh fa Cet) <— CosiInt(x) = Ja SO 
=] 4y 9 


+1 JD 
> fax SG) = = (Euler + Log(4y)- CosiInt(4y)) 


Pour n impair la démonstration est de même nature. 


Solution pour m=-1 


Avec les propriétés de transformation du paramètre m en -m, il vient immédiatement : 


Sin” Le See NX y 
nm 1 a 2 1 gend 2 


ef Ke E 1—x° 


5 1 Si —1)|@; n pair 
per) ester) E dë 


V1- x? oO n impair 


S 1 C _1)) f; ; 
ar) yr) os(y,(x dë n pair 


1— x? oO n impair 


psaly) -Pee n pair 
© 


222 TC ` ` 
Les fonctions Ps et Qs sont les suivantes `. — 27 — E Ee e 
Ce? (x. WS z Cos(y,(x-1))|®, n pair 
Vx? —1 © n impair 


Les fonctions radiales et respectant la normalisation à l'infini sont les suivantes: 


S Sin(y, (x UI 
st 1 x, y? = LMP aS A 
nm l ) Y, y x? -1 


Va Sea 
2 se- (x, y 2) Cos(y, (x CS 1) 


7, yx? —1 


Et les facteurs de jointures s'écrivent : 


paa ael © n pair 
E (27°) SS Yn n impair 


=> 
eraser era. LUE r par 


~e i 2 
o. n impair 


Construction des solutions exactes (algébriques) de l'équation différentielle des ondes sphéroïdales 
lorsque m est entier supérieur à 1 en valeur absolue 


A y regarder de plus près la construction des solutions exactes pour m entier en valeur absolue 
supérieur à 1 n'est pas si difficile que cela. En examinant les chapitres du livre de J.Meixner & 


EW.Schafke « Sphaeroid_ funktionen a dédié comme son nom l'indique à ces fonctions, la réponse 
est donnée en paragraphe 3.534 page 274, il est écrit que les solutions sont de la forme : 


Pour meN' y(x)= (x? — 1) 2 e™”* P+ (x) 
Où P est un polynôme de degré au plus m-1. J'ai donc tout simplement introduit cet « anzatz » dans 


l'équation différentielle des ondes sphéroïdales en fixant à chaque m, et déterminer les conditions 
de l'annulation des divers termes d'un polynôme résultant afin de connaître le termes dudit 


polynôme. Prenons un e anzatz » de la forme Y G)=(-x)7e7"r,. Lol. 


Il vient pour m=2 : 
DEENEN tq À —-2A+4y? =0 
Y 


On retrouve les deux racines du polynôme déjà établi auparavant : 


A(A-2)+47° =0 > À sl ll 47° A, =1+4/1- 47° 


Avec l'« anzatz » original, il vient : 


BETEN D 2 €, = +l m>0 
y 


Ala -2)+4y° =0 


Et les solutions réelles sont à prendre parmi les parties réelle ou imaginaire de la fonction y(x) ainsi 
construite par injection des seules racines réelles. 


Il vient pour m=3 : 


3 5 EE ere 
soh- Jenas, Zen S E CE | E€, = +l 


2# -82 +A(12+167°)-647° =0 


Il vient pour m=4 : 


—}+21-127° 1207° +124 -28y7°2+84 — 4 
+ 4 i 0y 87 +8 | se 


4 ie yx > À 
»b)= (1-2) e Se fe HIE, a Lu 3? +i 487° 


A7 -20% +422(27+107°)-484(8+117*)+144y-(10+7°)=0 


Peut-on déceler une récurrence pour la construction de ces solutions ? Essayons en partant d'un 
m l=m-—1 o 
« anzatz » complet : y(x)=(1— x?) 2 e'7* Sax! m>0 est), ll se trouve que la relation 
1=0 


de récurrence sur cet « anzatz » est à 4 termes. Les valeurs propres À racines du polynôme 
s'obtiennent en remplaçant dans l'équation différentielle sphéroïdale un polynôme de la forme : 
ay+ax+a,x? Pour ne retenir que le terme de degré O qui doit s'annuler également, soit la 


condition sur les trois coefficients : 4,(à+m{1-—m)}+2(: 7 £, a +a,)=0 


Ce qui constitue un polynôme de degré m en À. En prenant le motif suivant intégré dans l'équation 
différentielle des ondes sphéroïdales : 


DEET E EE +a EE +a,,x""+a,,,x" 
Puis en recherchant le terme de puissance de x comportant 4 termes successifs, il y en a trois mais 


qui se déduisent l'un de l'autre par translation d'indice puis en annulant l'un des trois termes, on 
obtient la relation de récurrence suivante : 


P _i& À 
2y 


-2ie, y(+1-m)a -(2+/7-2+1(3-2m)-3m+m°)a,., +(1+2)2ie, y an3 +(1+3)a,3)=0 


do = du (2) polynôme de degré m—1 en À 
da =4, (a) polynôme de degré m—2 en À 
ce => alà + m(1—m))+ 2 (i yE, a+ a,)= O polynôme de degré m en À 
An = A (a) polynôme de degré 1 en À 


dy CZ 1 
Pour l'exemple les premiers termes du développement s'écrivent : 


À 22-22 +4(1- 4 
x ties x"? + 2 ( m)y e + 


sm à y 87° 
ef eer 
ire, À +8 +A(°(00-12m)-12)+ Sai Li 
48y 
m >0 Ez = +1 


Remarque : les solutions construites sont uniquement dépendantes de la valeur absolue de m, et 
sont donc identiques pour m ou -m. 


Solutions exactes (algébriques) régulières en x=1 et x=-1 lorsque m est entier supérieur à 1 en 
valeur absolue 


Prenons un exemple avec m=2 : 


La solution s'écrit : 
>= 1 als iÀ | _2yY x Cos(y x)—2 Sin(y x) Mrs À Cos(y x)+27 x Sin(y x) 


Lei 2y 2y (1-x°) 2y 1- x°) 
1 2 Cos — À Si 
(= HE DA SG) Ce ail 
y 1—x 
1 AC +2 Si 
Lal ARR ayla) 


A / A(2-2)+47° =0 


La régularité des fonctions y1 et y2 est obtenue lorsque qu'elles sont finies toutes deux en x=1. Or 
ces deux fonctions présente le développement suivant autour de x=1 avec h1 et h2 deux fonctions 
régulière. 

Bä." 20 -2)+47° 


»()=0= 27 Cos(r)= gl sii DË Sin(y)+ (1x) sinal) 
Lg à Cos(y)=-27 Sinf)= (ne D cosly)+ (1x) Costal) 


Il suffit donc que y soit solution de l'une des équations transcendantales pour l'une des fonctions y1 


ou y2:]27 Cos(y)=2 Sin(y) et que À soit racine du polynôme P2 pour que y1 et y2 soit 
À Cos(y)=—27 Sin(y x) 


régulière (elles s'annulent toutes deux en x=1). Il y a une infinité de solutions de ces équations 
transcendantales, indicé par n=1,2,.... 


Prenons maintenant l'exemple m=3 : 


3 ; EE _e.,2 
OMS EEE 2 Eé 2y | 2 -82 +A(12+167°)-647° =0 
y y 


y(x) = »,(x)+i y(x) 


»(x)= ( SE {87°(1-x2)+ (2 — 2lkKosts x)+4 x y A Sin(y zl (-x)= n(x) 


ol 


87° 


DIU 


DEE {ax y À Cos(y x)-(87°(1-x°}+2(2-2)}sin(y ell v,(-x)=-»,(x) 


A(A-—2)Cos(y)+4 y À Sin(y)=0 


On aboutit à deux équations transcendantales : 
4y À Cos(y)-A(2-2)Sin(y)= 0 


Et les développements autour de x=1 sont les suivants : 
P (2,7? )= 2 -82 +4(12+167°)-647° 


Aen AU -2)Cos(r)=-47 2 Siny) > n (e)z BC GO), 8. Besse) 


a 


v) =0= 47 4 Cos(y)= ais Sie v(a) = BEL JSE (1 sm, (9 


Lim y, (x) =0 
Comme EIERE (EE ee 
Lim y,(x)=0 


Là encore les fonctions y1 et y2 sont bien régulières dans la mesure où y est solution de l'une des 
équations transcendantales et À racines du polynôme P3. 


Poussons un peu plus loin avec m=4 


Notamment pour la neutralisation du terme divergent 1/(1-x°}. En introduisant le polynôme 
caractéristique pour m=4 et les deux équations transcendantales pour lesquelles le numérateur des 
solutions y1 et y2 doit s'annuler en x=1, les deux solutions paires et impaires ont un développement 
autour de x=1 de la forme : 


P(A)=% -208 +44(27+107°)-484(3+1172)+1447°(10+y°)= 0 
| 1 NA -84 +121+4y°2-1207° Pr h 
CodeS ESER tA Or, y qua Pler kE ent 
2-82 +124 +474 -1207? 
) 7 
eut -2)+47) 


Sin(y)=-Cos(y 


Ce qui conduit là encore à des limites nulles en x=1, donc des fonctions y1 et y2 régulières. On 
constate un résultat identique pour m=5. 


On peut donc proposer un résultat général qui assure la régularité des solutions en x=1 et -1, mais 
qui reste à démontrer : 


l=m- 


y(x) = h -x J2 e" » 


ax — ali aeneo) zemo) 
ci 


= 1 dy-2 5 2y 


2iy(l+1-m)a - (2+2 -4+1 (3-2m)-3m+m)a,,+(1+2{2iy a, +(1+3)a.)=0 


dy = a (4) polynôme de degré m 1 en À 
a =a (4) polynôme de degré m-2eni  (P,(4,y)=a(à+mi-m))+2(iy a +a,)=0 
— | Polynôme caractéristique de degré m en À 


a, =al) polynôme de degrélenà  \Aracinede P,(4,7)=0 


LEE Se) Se at a 


l-2} (x) 


2 m 
geg stat ëend 


(1 - xyz 


2 m 
ae UN ee je), Fat) 


(1 - x) z 


h(x) elx) m(x) g(x) fonctions régulièresen x=1 

=> Lim y, (x)= 0 Lim y, (x)= 0 

xl Ai 

Il existe donc bien des fonctions angulaires déterminées soit par l'annulation en x=0 soit par 
l'annulation de la dérivée première en x=0 et l'annulation en x=1, pour lesquelles À est racine du 
polynôme caractéristique et y racines d'une équation transcendantale en nombre infini et 
dénombrable (on peut donc les indexer par l'entier n=1,2,...). Les fonctions angulaires ont été 
construites par la récurrence des coefficients du développement définies plus haut, le polynôme 
caractéristique s'en déduit également. Les parties réelle et imaginaire conduisent à deux fonctions 
de parité différente. 


Construction des solutions algébriques radiales lorsque m est entier supérieur à 1 en valeur absolue 
Sur la base des solutions angulaires, il s'agit de remplacer 1-x° par x°-1 sous le radical : 


l=m-1 


y(x)= Li AS Za 
ll Bella y,(x)= mx) 


Parmi ces fonctions radiales, il convient par identification se s'assurer du respect des conditions de 
normalisation à l'infini : 


Lim ` Sie) Z y? |= ZJ (x)= 1 Con x zl) z= 1 Sin x el 
70 á 7° 2x n3 x 2 x 2 
Lim s®”| X y? |= Ly (x) = 1 Sin z(n S 2) = 1 Con x -2) 
70 " y? 2x n x 2 
Pour m=2, il vient : 
1 2 C — À Si ; 
no LS ay Cosy)=a sin) [y 2) 
1 A Cos(y x)+2y x Sin(y x) l du Sin(y x) 
»2(x)= a i À Cos(y)= 27 Sin(y) [Ge 


Une combinaison linéaire simple de ces fonctions permet d'y substituer les fonctions respectant la 

Cos(y(x — 1)) 
e Ee ; 

condition de normalisation à l'infini : xX . Par un déphasage adéquat donc une 
Sin(y(x-1)) 
y(x) = y = 

X 
combinaison linéaire donné des deux fonctions on peut toujours ramener de manière à ce que les 


L sl nm 
im y| >y |=— Sin ES. 
fonctions respecte la condition : ” Y S 


C'est d'autant plus vrai que l'on peut estimer les valeurs de racines des équations transcendantales 


Cotan(y)= 2 => yant + La d 
pour les grandes valeurs d'indice n : 4 S 


n 


EEGEN 


Pour m=3, il vient : 


y (x)= KO {87°(1 _x2)+ ala 25)) Cos(y x)+4 x y À Sin(y x)} (2-2)Cos(y)+4 y Sin(y)= 0 


no EE hen à cost d-s len 47 Cos(r)-(a-2)5in()=0 
1 


1 
Selz TE — Cosly x)= $ Cos(r x) 
Soit : az) qui par un déphase adéquat, soit une combinaison 
1 


` L 
Ke (x) ~= Jx Sin(y x) = Sin x) 


linéaire quelconque, peut se ramener aux conditions de normalisation à l'infini. Là encore les 
racines de l'équation transcendantale déterminant le spectre discret de sphéroïdicité y donne pour 
les grandes valeurs d'indice n une valeur approchée : 


EEN 


Cotan(y)= 222 D y veel 
4y 2 n 


Pour m quelconque, tel qu'elles sont construites on peut facilement se ramener par une 
combinaison linéaire à un jeu de fonctions respectant les conditions à l'infini puisque la forme 
asymptotique est la suivante : 


La normalisation des solutions algébriques régulières de l'équation des ondes sphéroïdales 
Au début je ne voulais pas aborder la question de la normalisation de ces fonctions angulaires, 
sachant qu'il s'agit d'appliquer sur une des solutions la norme préconisée par Meixner et Schafke. 


Mais finalement je me suis rendu compte que le sujet n'est pas si trivial. 


Ainsi, nous avons construit deux solutions : 


À, „À, m— m 

ad HEH pekan anan nean menara) 
(xp (xp 

P, (à, y) Polynôme caractéristique de degré men 1  Àracinede P, (2, y)= 0 

y=y, telque u(x=1,,7)=0 ou u,(x=1,1,7)= 0 


H (x), H (x) fonctions régulières en x=1 


Dans ces conditions les intégrales de normalisation ne sont pas impropres et la question se pose de 
la façon de les calculer : 


CE) 
ll Se (x) HJ (cf 


Examinons la valeur m=2 : 


ot: 1 2yx Cos(y x)-2 Sin(y x) 2y te à Sin(y) 


A(4-2)+4y° =0 ue E a 
(0e E A costy) -27 Sin 
aal, EX Sin( )Cos(y x)- l )Sin( x) o A Sin( (1- x) Sin( (1+ x) 
nb) 2y Cos(y) ` 1-x° nu 4y iyl SS | 
(x) _ 1 å Sin(y)Cos(y sx Cos(y )Sin(y x) À Sin(y D x))+ (I — x) Cos(y )Sin(y x) __ À Ed — x)) 4 Sin(y(1 + 2) 
PT y Sin) E 2 y Sin(y) ISS Ae Siny) ` 1 


Il y a donc à calculer deux types d'intégrales définies : 


pa f a Sr GG x) | f a Sir GG +x)) pe f a SPEU- DSi + x) 


Daf (1+ x) (=x) +x) 
La première intégrale se calcule comme suit : 
n, JI, x) = E x), Sin NÉI + x)) 
Sch ge 
dx SN S =y [au 1- ei Es 2 ab? + IA SN Posons ` Sinint(x)= Jau se) 


ur $ (aile) Sintnr)} = _Cos(2y)Sin(y)+ y Sinin(4y)-y Sinint(2y) 
+x y 


dx ", II, x) _ Jo 1- Cos(u) ` Cos(2y)-1,, Sinint(2y)= 1, __Sin’ (27) 
u’ 2 2 


í 
ja Sin? (y(1+ x)) = Cet S a 
f +7 Sinint(4y) 


La deuxième intégrale comme suit : 


ja SAGE) = fa sin a-st ll cc, 


(1- DH + x) 1+x 
ke Sin(y(i- x))Sin(y (1+ x)) ` -fa Sin(2y — OD ia Cos(2(y -u))- Cos(2y) 
e 1+x d u 
— a + Copa E BEN +— Sin Glo ZW) Sin(u) ) 


Cost) 


Posons janet. = yEuler + Log(x)+ ja et = yEuler + Log(x)- CosInt(x) 


oe SOA- PUS STE Cor eg E £ 1 Cos(2yXCostn(ay)- Costn(2y))}+ + Sinl2yXSintne(4y)- Sinmn(27) 


SÉ 


Io Sin(y(1- x)}Sin(y(1+ x)) = jar Sin(27 -u)Sin(u) _ Sin RD fau Gs een) fa 1- Cos(u) 
l=% u u 


a SinInt(2y)- SE (Euler + Log(2y)- Cosint(2y)) 


(Euler + Log(4y ) 


[a re x))Sin(y(1+x)) ` Cos(2y)CosInt(4y) , Sin(27 )Sinint(4y) ` Cos(2y) 
(1-x)1+ x) 2 2 2 


L'intégrale globale se simplifie un peu : 


rs 


A À SRI. 201 


4y Cos(y) (EE: 1+x 


j A ne =x) Sin(y ra 


4y Sin(y ) x l+x 


(x 


+1 


e DEI 


"en ve — ëm" (2y )+ (2y — Sin(2y)) Sinint(4y )+ Cos(2y (yEuler + Log(4y)-Cosint(4y)) 
+1 


21 +21, 
d 
Jar 6:69} ET rec -Sin (2y )+ (2y + Sin(2y)) Sinint(4y )- Cos(2y \ Euler + Log(4y)- Cosint(4y)) 


21, -—21, 


Avec m=3, voyons s'il est possible également de simplifier le calcul : 


WË 


e 


8 {87° (i- x 2)+ ala- 2)) Cos(y x)+ 4x7yÀ Sin(y x)} (a —2)Cos(y)+4 y Sin(y)= 0 


»2(x)= E KZ han à cost a) (872(1-x2)+2(2-2))sin(y x)} 4y Cos(y)-(4-2)Sin(y)=0 


AE -82412). A(4-2X4-6) 
Set ES? 


Ge 


Soit en appliquant les équations transcendantales en y : 


1 


yot 


{87 sin)Cos(r x)+A(-2) Sin(y)Cos(y x)- x Cos(y) Sin(y gl 


87° Sin(y) 1-x° 
1 
_2Ÿ ; 
s D 3 x E 8y 2Cos(y eat fi 2) Sin(y )Cos(y x)- EE gl 
8y Cos(y ) 1- x? 
Sin(y)Cos(y x)- x Cos(y )Sin(y x) S. [sett — x)) , Sin(y on 
2 1+x 
O 
D Sin(y tr) x SES )Sin( y x) Kë er — x)) Sin(y eo) 
2 1+x 


1 + Sin R = 2) Sin(y(1 x), Sin(y(+x)) 
De e (int egal All À 


1—x (EEN 


a? de Jar surtt one 


x 
(EEN (EEN 


1 
"Lal: l 
S 8y°Cos(y Ni x? 
Soit encore pour les fonctions à une constante près : 


i | Fr = e d x) e SE S ñ d + pt 2) T l zSinly H + D] 


enr 1-4 


A 
1 1+x Sr (1+x)) Sin( (1- x) 1 (EEN 
NEE + SU) La "AH 


» (= l: AL 


4 


De petites manipulations s'imposent dans laquelle on trouve de nouvelles relations. Tout d'abord 
concernant la première solution : 


2-27 US ET 2 
(2-2)Cos(y)=-4 7 Sin(y)& Sin?’ (y)=1-Cos?(y)= C cos (= X A Km 
EECH 


Cos? (y)=27? S = =2y?— #7 Sa SCH 6) Sin(2y7)= 2Sin(y)Cos(y)=- H il =-y(4-4) 


Sin? (y)=1-2y° + #7 S KH 7 Cos(27)=1-28in°(y)=1- RCE z {+ ie d 


=> 


Puis pour la deuxième solution : 


| Lo? 
Sin?’ (y)= 
| Jo) (2-2) +167? 
2-2)Sin(y)=47 C E Sin? 
(2-2)Sin(y)=4 y Cos(y) Cos? (y) in°(y) Lei 0” äi + KEN 


g 16(2 Al 


SEH "Teater Er 


z 1-2 =? De 2y 
2 — — Gni — — 
Cos (r)=1-2 + #7 2 2e a Cos(27)=1-28in°(7)}= H M #1 44 6) 


Par ailleurs les deux fonctions sont intégrables sous la forme : 


n= rz f(x) »,(@)=f(1+x)- (1x) 


+1 


Jar (++ mt 2] (+ denn at 


dr (yt+x)- 7-0) = 2f dx (+) 7-0) 


Et il suffit donc de traiter la seule singularité (régularisée) sur x=1. En utilisant les diverses relations 
précédentes : 


ne sine PR SUD tee, Zeit CH 


= st SOC), D ent. Sin +) 


= 1x 2-4 1-4 2 1+x 
H Sin((t-x) +27 Costi) 3-2 gellt. 1 5 sinll +x) 
2V1- x° 4 V1- x? 2 Ji+x (1+x) 


Sin(y(1 A -2y Cos(y(1-x)) „2-2 Sin(y(1- x) _ 1 V1-x Sin(y(1+x)) 


"sl: = 4 A 24J1+x Dis 


Je passe les détails du calcul et je remercie Mathematica pour me donner le résultat, les intégrales 
à calculer sont de la forme : 


l+x 


Sin(y(l-x) 2 y Cos(y(1- x) 2-2 Sinyli-x) 1 = 
y(x = SE + 7 ee O 
ge fa ETS Gott! | -Z cos? (2y)Costntl2y)-Ž (1+7 Sin(4y ))SinInt(2y )+ 
| 0 1-x° 


+ à (y (Cos(4y)Cosint(4y)+ Sin(4y )Sinint(4y ))+ y (Euler + Log(4y)-1)+ Sin(2y) ) 


EN L- d 
ei En Sin? (y(1-x)) f E GE (27)Costnt(2y)+ 7 Sin(4y )SinIn(2y)+ 
2 
4 


+ (Euler be Cos(4y)Cosint(4y)- Sin(4y )Sinint(4y )+ Log(4y)) 


= : y°CosInt(2y)+ i y SinInt(2y)+ 


1 +l f j= 
IL la Sin (y(1+ x)) ü F a 
X Ze + e (y?Cosint(ay)+ Sin? LG Kos? DÉI 4y Cos(y ein? (y)- y Sinint(4y)) 
2-21 Sin(y(1 = SE Sin(y(1 = x)= -=y Cos(y(1 = A 1-2 Z sin(4y)CosIni(2y) + S (1 = Cos(4y))}SinInt(2y )+ 
e fax SCH = 
d -=x 4 


` (Cos(2y)-1+(Cos(4y)SinInt(4y )- Sinl4y)Costnt(4y )) 


Î SIE ae AT =y SIE T (Cos(2y)Cosmi(2r)+ Sir Pret. CO) (yruter + eet, 
1,=—|dx = 
F2 (al 


+ {1-87 (Cos(2)Cosint(ay)+ Sin(2y)Sinmn(4y) 


d — Cos(2y))-y( Sin(27 )Cosint(2y)- Cos(2y )Sinint(27))- 


p -22 a Stiet. 2-2 | 
SW —y(Cos(2y)Sinini(4y)- Sin(2y )Cosini(4y)) 


D 8 


L'intégrale se simplifie globalement : 


1+x 


Sin(-x) 27 Cox) à 2 gata 1 AJ 

y(x)= e bh A F 4 = a rm Ga ane) 
inf) +27 Cosa- 3 _2 sat Ai 1. Ee 4 

y (x)= a + 3 = EE ÀA=2+ Sa 


L+1,+1,+21,+21,+21, 2 =2-47 Tan(y) 


+4y(4Sin(2y)- Sin(4y ))+ 4SinInt(4y \Sin(2y)- 2y- 4y°Tan(y)) 
4y 
Tan(y) 


ja (y, (x) =) 1 |1-87°- Cos(4y)+ LZ — verlue = CosInt(4y )+ Log(4y))+ 


1+1,+1,+21,-21,-21,<- 2 =2+ 
2 
[ax (>, (x)) = l 1-8 7° — Cos(4y)+ ES weilten — CosInt(4y )+ Log(4y))- 


2 2 
- 4y(4Sin(27)+ Sin(ay)}-4Sinint(ay À Sin(2y)+ 2y - 
Tan(y) 


Je ne continue pas par un exemple pour m=4 mais dans l'absolu ces intégrales ne sont pas 
impropres et donc calculables, au moins numériquement. 


Identité avec les solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales généralisées (ou de 
Coulomb) 


Dans un article de 1927 de À. H. Wilson « Generalised Spheroidal Wave Equation », la construction 
des solutions algébriques d'une équation généralisée des ondes sphéroïdales est proposée. Dans 
cette construction, supposons que y=i y, et 6=0 et inversons le signe de u=-lo (l'équation 
différentielle restant inchangée), la récurrence suivante à trois termes : 


Fu Li 
Condition l €N y(x)= D —x° JE e7 eD) Sa (x-1) 
1=0 


ap- =1 


2i? a (2 +257 —-1))a, =0 


2i7(+1,)a,,+(-4i7 -4 +( -1 +2i7)+1(+1-21,))a, +24 +1X7+1-1,)a,, =0 


2i7(1+1,)a, +(( —-1X4, +27 -2)-2-—4i7)a, +4(2+1,)a, =0 
(n —1X4, +2i7)-2)a, +2(1-1,) a, =0 — Condition de bouclage  Polynôme de degrél, en A 


permet de construire les solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales : 


D 7 2x de) (a ch x?) e tal 


On obtient exactement les mêmes polynômes caractéristiques qu'avec une construction plus ou 
moins classique présentant une récurrence à 4 termes, mais cette fois celle-ci est à trois termes. 


Les racines du polynômes caractéristique étant les mêmes, les solutions obtenues doivent être une 
combinaison linéaires des solutions obtenues à l'aide de la récurrence à 4 termes réalisée 
précédemment. 


Constructions des solutions exactes ou « algébriques » pour une équation des ondes avec une 
sphéroïdicité purement imaginaire 


L'équation des ondes sphéroïdales avec une sphéroïdicité y=i y purement imaginaire se présente 
sous la forme : 


lgl EE ch ai 


X 


n p«- 0 


1 


Nota.Bene : attention il ne s'agit pas de l'équation des ondes sphéroïdales aplaties pour laquelle 
l'équation est de la forme : 


Transformation y—>iy X—ix A — —-2 
d? y(x dy(x m’ 
= (1+x2) 2 a = F2 yat?) Jo 


` z d 2 2 / 
Revenons donc à l'équation D vgl 2x dy(x) Be F2 z4 x?) SE UR = 0. Les solutions 
algébriques de cette équation de la forme : 
y(x)= D Fei: Dax xe[-1,] 
Condition 1,=meN y(x)= (x? SE e" SS (- 1) ax xE (BEN 


y(x)= (x? aie SCT Dax x e [+ %,1] 


m—2 a 27 


_27(1+1-ma,-(2+1-2+1(5-2m)-3m+m°)a,, +(1+2)27 a,,+(1+3)a,,)=0 


Polynôme caractéristique de degré m en À ao (a + m(1 — m))+ 2 (7 a, + a,) =0 


Solutions exactes (par les fonctions de Mathieu) de l'équation différentielle des ondes sphéroïdales 


lorsque u=+1/2 


La relation de récurrence pour des paramètres quelconques u, v et À : 


adir j+ (B -a0 Jaig )+ cat. (r°)=0 
EB 2 V=H+2k-1XV-u+2k) 
KR (2v +4k-—3)(2v +4k—1) 
o (v +24)(v +2k+1)+ u? —1 
Eaa (2v EE 


Ge o (n+m+2k+1)n+u+2k+2) 
FT Y Qv+4k+3K2v+4k+5) 


Quand u =1/2, alors la relation de récurrence se trouve simplifiée 


2 2 
AS =(v+2k)\(v +2k=+1)- S Guest 
2 1 

deal le Lite d ( JL aal 2)=0 

La normalisation du développement est simplifiée : 
3 

5 (at LG Ip 2v +1 nes Zen GI 2v +1 Se (2) =1 
Em C 2(v +2k)+1 ETUDE Le SS 2(v +2k)+1 2v +1 Een SS 


Pour u=+1/2 les fonctions associées de Legendre ont une valeur connue : 


p2 = 4 d AreCos(s)) H pe S SIE + 1 + a 
Wee E se l uca) e N E Sin 


e} CU te 
v+ ` + 2k JareCos(s) 
1—x° y 


Lef 


Les développements des fonctions sphéroïdales deviennent donc : 
: A 2 1 < k ym (2 1 
ps? (x,y )= SC i > (— 1) d, P )Cos v+—+2k ArcCos(x) 
T (1x j S 
1 +00 
ae (x, y? ) E a 1 | 5 GOU SCH (7° ) SD + R + 2k JareCos(s)) 


(EEN D SEH 


Cas particulier lorsque v+1/2 est entier 


Dans ce cas la relation de récurrence est invariante par le changement d'indice suivant : 2k->-2v-1- 
2k: 


DE EE") Ge} Za, )=0 


k Li SE q? 3 2212202) 


hb 
2 


E: 
2 


Dans la thèse de 2001 de PFalloon « Theory and Computation of Spheroidal Harmonics with 
General Arguments » ce cas est traité mais la situation est en fait plus complexe qu'il n'y paraît. En 
effet lorsque l'ordre v+1/2 est un entier la construction des fonctions de Mathieu est en générale 
double. Il existe deux valeurs propres caractéristiques de cette équation notées a et b. Comme 
l'équation des ondes sphéroïdales est liée à celle de Mathieu lorsque u=1/2, il en est de même. Et 
les solutions sphéroïdales se construisent à l'identique avec les fonctions de Mathieu angulaire 
« ce » ou « se » d'ordre entier pair ou impair. 


De plus l'invariance de la relation de récurrence par le changement d'indice implique non plus 
uniquement la symétrie mais également l'anti-symétrie des coefficients du développement. En effet 


, ben, Lë 1 ee AA 
en posant la proportionnalité : SE n (>2)= a d?, (2)= a? =1 le coefficient æ est égal à 1 ou -1 
i 2 


On note l'indice ko: ° 2 


Dans ce qui suit on remarque également que : 


SIE + Z + EE = SIE + = —2v =l- 2k JareCost)] 
. 1 r 1 
SD + 5 + 2k JareCosta)] = all + 5 —2v —-1— 2k JareCon(s)] 


N'oublions pas que la transformation k->ko-k a également sur le terme GA. 


I GH pair (—1)* =1 
bss + (Pt PC 2 


Pres impair (—1}° =] 


Lorsque v+1/2 est un entier, il y a toujours deux valeurs caractéristiques À qui permettent de 
construire deux fonctions sphéroïdales dont les parités sont différentes. Ces deux valeurs 
caractéristiques sont choisies parmi les deux premières valeurs propres ordonnées de façon 
croissante et nous pouvons conventionnellement les associer au degré v demi-entier et l'ordre 


1 


d SE? 1 L ` 
u=1/2. Nous les noterons : bc) 22,02) 22 (72) < a202) 


Ainsi les résultats suivants sont constatés : 


Lorsque v+1/2 est pair alors pour la première valeur propre + ( d les coefficients sont anti- 


EES Y 
1 1 1 

symétriques : d'y (°)=0 sf DENTEN EE GEM et seul le développement de la fonction 
e? 


sphéroïdales de première espèce est identiquement nul. Il ne reste que celui de la fonction de 
deuxième espèce : 


meer) 2 TE (1) a? (°) Cos(2(p + HareCos(x))= 0 


1- x? D Ps 


4e (x, y? ) = Ta ( > (- 1) di 2 (y S ) Sin(2(p + k)ArcCos(x)) +0 


l- x 2} ie 
Lorsque v+1/2 est pair alors pour la deuxième valeur propre D (Y les coefficients sont 
v,2 
1 1 
symétriques : 42, (°)#0 et d?, CAE Eat et seul le développement de la fonction 
v7 ao V, 


sphéroïdales de deuxième espèce est identiquement nul : 


mer) KS ( 1 d2 St 2) Cos(2(p + k)ArcCos(x))# 0 


1— r 


as2(x,y°)= Fe ES 1) d2 A EE E 


KEE 


Lorsque v+1/2 est impair alors pour la première valeur propre SS (Y les coefficients sont 
wl 
Surs . L A ko z 
symétriques : f eN e da HO dÉ d2, (2) mais avec le facteur CT seul le développement 


de la fonction sphéroïdales de première espèce est identiquement nul : 


pr) JE LE akh) Cosel +k) AreCos(x)) = 0 


(EEN D Se? 


SE Ee SC 1) d2 à (72) Sin((2(p + k}+ DArcCos(x) + 0 


EE 


Lorsque v+1/2 est impair alors pour la deuxième valeur de CS C2} les coefficients sont anti- 
v,2 
stri . k Z A 10 
symétriques : e eN ét fe. .(°)=-42, (=) mais avec le facteur (-1)®° seul le 


développement de la fonction sphéroïdales de deuxième espèce est identiquement nul : 


ro = | SE (1) 42, (7° )cos((2(p A El AreCos(x)) e 0 


eeng 2j 


qs? (x,y? )= E SS 1) 42 à (72) Sin(2(p + k)+ DArcCos(x)) = 0 


1— x? k LC 


EEN 


r 


32,02) il vient : 


,„y?)=0 aari l3 — 


€ Si 1) d2, (7°) Sin(2(p + k)ArcCos(x)) 
1— x7 ja “7% 


Compte tenu des parités évoquées ci-dessus, les développements se simplifient. Lorsque v+1/2 est 
pair pour la première valeur propre 


Lorsque v+1/2 est pair pour la deuxième valeur propre E ( dé vient : 
v,2 


1 H 2 l (- 1)“ d?r, (72) Cos(2(p +k, JArcCos(x))+ 
ko =v + 5 =2p > ps2? (x,y? )= — — 


vers 1 as? (x,y?) 
ds (1 x’ D +2 SH (— 1) d, (7° ) Cos(2(p + k)ArcCos(x)) 
k=k,+l 


Lorsque v+1/2 est impair pour la première valeur propre De (2) il vient : 
v.l 
L 1 k=+00 1 
v+ =2p+1—> ps?(x.y’)=0 qs? (x,y? )= IS 2 | > ( 1) d2, (7°) Sin((2(p +k)+1)ArcCos(x)) 
(1 = x? } k=ko 


Lorsque v+1/2 est impair pour la deuxième valeur de PE ( d il vient : 
a 


1 
I 1 3 1 (- 1) d?r, (2°) Cos((2(p + ko)+ 1)ArcCos(x))+ 
ko, =V + J AREI > ps? (x, 7° )= Eeer 


+250 1) d2, (72) Cos((2(p + k)+1)ArcCos(x)) PER (xy ) 


Transformation de l'équation différentielle sphéroïdale : forme de Liouville 


Par le changement de variable suivant, l'équation différentielle prend la forme dites de Liouville : 


Hl E vi 


n po =0 


x=Cos(9) ` ail el: sta (Sin? (9)) gl) 


1 


1 
2 
11 1 e di A 
>g (9)+ Arr Sin? (9) m) g(9)=0 


1 y? 2 Cos(29) 
LA 9 À 
=> g''(9)+ E 5 y 3 


TO g(9) =0 


Lorsque u =1/2 l'équation différentielle devient une équation de Mathieu : 


eigtl aie reaizailaiel 


2 


2 
2 
q = S a=À+ ` + S = g" (9)+(a —2qCos(29))g(9)= 0 


Liens avec les fonctions de Mathieu 


Les fonctions de Mathieu d'ordre v quelconque sont solutions de l'équation différentielle de 
Mathieu et possèdent un développement en fonctions sinusoïdales suivant : 


g''(t)+ (a — 2qCos(2t))g(t) = 0 te [0,2x | 


egrs > ei, (a) Cos((v +2k)r) 


me, als Zille" S 
Ge se, (,4)= X c% (q) Sin((v +2k)r) 
Lon 


Avec un tel développement alors les coefficients du développement suivent la relation de 
récurrence suivante : 


q Co (7° )+ Q + 2k) = ali, (7° )+ q Cri? (y? )= 0 
Sachant que la normalisation usuelle pour les fonctions de Mathieu de première et deuxième 


espèce est la suivante : Sc (ol =1 


t=—00 


Or lorsque u=1/2, la relation de récurrence des deux fonctions sphéroïdales de première et 
deuxième espèce redonnent bien la même relation de récurrence que celle des fonctions de 
Mathieu par les substitutions suivantes : 


1 1 1 
Laole- à) AE T2 


2 2. 
Posons v=r l EE y =q 
2 4 2 4 


1 1 1 
q dus (7°)- ((r + dä — DËS g? )+ q da (7° ) = 0 — Récurrence de ce, (x, q) 
1 
Posons (1) d2, )= c(a) ge, ,(g)+((r+2kŸ apr, (g)+ g ei, Lol 0 
1 1 2 
Avec plus précisément a — a,(q) À — 22 SÉ a, (q)= + A7 LG )+ Ze 
De plus la normalisation des coefficients du développement est identique. 


Cas v+1/2 non entier 


Les fonctions sphéroïdales sont strictement proportionnelles aux fonctions de Mathieu, et comme 
la normalisation est identique l'on peut écrire directement lorsque v+1/2 n'est pas un entier : 


1 
ps? (x, y?)= a SE ce , (ArcCos(x), q) 
Se E 


7 (-x} 
elek JS 1 rse ı(ArcCos(x),q) 
E (-x¥} ria 


2 1 2 2 

Y Sé 1 7y 1 y 
= A2 = —-——- =b EE 
q Le ( ) Ze (a) 4 D GE (a) 4 2 


Remarque les valeurs caractéristiques a et b de l'équation de Mathieu sont identiques lorsque 
l'ordre v+1/2 est non entier et les deux fonctions de Mathieu d'ordre v+1/2 non entier forment 
bien deux solutions indépendantes de l'équation de Mathieu. 


Cas v+1/2 entier 


Par contre lorsque l'ordre v+1/2 est entier la correspondance est plus complexe, car l'étude des 
valeurs propres de l'équation sphéroïdales prouve que l'on atteint à chaque fois les deux valeurs 
caractéristiques a et b de l'équation de Mathieu : 


A b i(g)<a (a) 
2 2 


1 
a Leit nr 
2,(y ) SAS 4 2 


La méthode de construction des fonctions sphéroïdales est donc plus complexe car il faut tenir 
compte de la parité des solutions et du fait que pour un même indice v+1/2 il y a deux solutions 
avec deux valeurs caractéristiques distinctes, toutefois ces solutions sont toutes de première 
espèce, car les fonctions de deuxième espèce seraient construites avec les fonctions de Mathieu de 
deuxième espèce (une construction plus complexe en générale). Dans la construction actuelle on 
aboutit à des solutions identiquement nulles avec les développements en fonctions associées de 
Legendre. 


Lorsque v+1/2 est pair alors pour la première valeur propre a2 Ke ) : 


1 1 
v+ he 2p>0— ps? (x, y’ )= 0 gs? (x, y?)= a se ; (ArcCos(x), q) =, |Z =A Ses, (ArcCos(x), q) 
S á (i-x°} 2 S (-x°} 
Lorsque v+1/2 est pair alors pour la deuxième valeur propre Gë (2) i 
wiz 


1— x? 4 


1 
Ea aa : rce aech] q)= Ee CT (4rcCos(x), q) qs? (x,y°)=0 
TT v+ 
Lorsque v+1/2 est impair alors pour la première valeur propre a2 {> ) : 


1 1 
v+ 1 =2p+l— ps? (x, y’ )= 0 qs? (x, y? )= JS se , (ArcCos(x), q) = al ni Sera (ArcCos(x), q) 
YES EK 


(=e) tx} 


DIS 


Lorsque v+1/2 est impair alors pour la deuxième valeur de GE (2) ; 
v,2 


1 1 
vn nef) dÉ Geh Czech asè(r.7°)= 0 
TT éi v+ 


1-x F 


Dans le cas où l'une des fonctions sphéroïdales est construite avec les fonctions de Mathieu, alors 
sa norme au carré est la suivante : 


2(x,y?)= per rcCos(x), 1 
psz (x,y?) Gees „(ArcCos( 2 ir] - déi (ce, (areCos(x).9)) | SÉ beta) =1 
n=2p ou n=2p+l H: ch 

te 2)=— LÉ rcCos(x), 1 S 
qs2( D ) TE „(A C ( ba) aler] - dÉ (se, E „a)y ` dÉ (se, (t, a) = 


n=2p ou n=2p+l -x gd 


Construction des fonctions sphéroïdales angulaires dans le cas u général, non demi-entier et v 
demi-entier 


On a vu qu'avec un développement sous forme de fonctions associées de Legendre, la récurrence 
comportait des pôles pour les valeurs de v demi-entières. Il y a un moyen très simple de changer la 
récurrence de manière à ce que ces pôles spécifiques n'apparaissent plus. La récurrence habituelle 
était de cette forme : 


adë, 0) (B, -40> at 0) + cd, (7°)=0 kef-c,..,-1,.,0,1,..,+0} 
2(V-u+2k-1{v-u+2k) 

(2v +4k -32v +4k —1) 
o (v +2k\v+2k+1)+ u? -1 

(2v +4k -12v + 4k +3) 

2 (v+ u+2k+1(v+u+2k+2) 
7 (2v+4k+3\2v+4k+5) 

1 1 1 1 

2v +4k -3° 2v +4k-—1° 2v+4k+3 2v +4k+5 


A; =- 


B, =(v +2k)\(v +2k+1)-2y 


C, = 


Pôles possibles sur 


Il y a un procédé simple permettant d'éliminer ce type de pôles, il suffit de proposer un 
développement utilisant des fonctions de Gegenbauer. En fait c'est un développement tout à fait 
équivalent à celui des fonctions associées de Legendre, puisque les fonctions de Gegenbauer sont 
liées à ces dernières : 


psë xy Lal -x Ja Zei (°)ci,,(x) avec ^= ` -u 


La récurrence est la suivante : 


Agthe) (B, -1 beno) Ceta) kef-0,.,-1,..,0,1...,+00} 
y? (v+2k-1\v=+2k) 
4 (V+A+2k-2X{v+A+2k4-—1) 
+2k\v +2k+24A)+(A-1)(1 +24) 
(v +A+2k-1\v+A+2k+1) 
_y? (V +2A+2k=+1)(v+2A+2k) 
4 (v+A+2k+1{v+A+24+2) 


A, = 


2 
B, =(v+2k)v+2k+2A)- S br 


C, 


Elle est évidemment obtenue par l'application successive des relations de récurrence sur les 
fonctions de Gegenbauer lorsque l'on injecte le développement proposé dans l'équation des ondes 
sphéroïdales, à savoir pour l'équation différentielle des ondes sphéroïdales : 


(x?) y" (&)-2x »'(x) H (2 H yh x?) éi Jud 


2 

ef d 
A 
2 


j (x Je" (x) (+24) x rte (+ 71-22) g(x) = 0 
COR Ea EE 


vG)= (x) 


Et la récurrence sur les fonctions de Gegenbauer : 


x CA (2) = (+1), (z)+ A +v —-1)C*. (2) 
g 2(A+v) 
E (v +1)v +2) a (2) v? +2Av+A-1 A(z) (2A+v -12A +v -2) m 


4(A+v)(A+v+1) e i REISE IESSEN Gg 4(A+v)(A+v-1) "' 
Remarques : afin de compléter la construction des fonctions sphéroïdales pour le cas u général, 
non entier et non demi-entier et v demi-entier, alors la récurrence ne présente plus de pôle et le 
développement portent sur tous les indices k de -c à +c car les coefficients A, et Cx ne s'annulent 
jamais. En effet nous avons : v+À= v+1/2-u. Donc si v demi-entier, il faut que u ne soit pas un 
entier, et si v est un entier, il suffit que u ne soit plus demi-entier pour que la récurrence ne 
présente plus de pôle. Mais même si la récurrence est bien définie lorsque u est demi-entier, en 
revanche malheureusement la fonction de Gegenbauer de première espèce devient identiquement 
nulle et ne peut être utilisée pour un tel développement. Suivant ce qui précède, il n'y a aucun souci 
particulier pour construction les secondes solution à l'aide des développements dont les coefficients 
suivent la même relation de récurrence : 


qsý (x, AË D DE F D ger e (x) avec A=—-u 
(ees? 


Les fonctions de Gegenbauer de première espèce (polynôme notamment lorsque de degré est 
entier sont définis ainsi : 


{= 


2A 
2 de I(v+2A) E 


A e z2? ya 2. $ 
Gon aan eg 


C'est bien un polynôme car le terme non polynomiale de la fonction associée de Legendre 
1-2A 


Re 
compense le Ha ee ) " Cette fonction est également donnée à l'aide de la fonction 
hypergéométrique : 


C^(z)= FUN) pluyionneLEe) 

Trv +1) (2A) 2’ 2 
Par extension, les fonctions de Gegenbauer de deuxième espèce sont définies à l'aide des mêmes 
fonctions de Legendre de deuxième espèce : 


1-24 
2 2 Jr I(v+2A) ES E 


Op Wl" Gut sek 


Pour z > 1, les définitions sont : 


1-2A 


GE 1=2A 1 
C(2)= 2 2 Ve TG +2A) (72 Breed Zoe Geh 
Cie 2 (CIA) Mv- 
1-2A 
d an eg let, AE x 
COTE ra) CEE St 


Et avec les fonctions hypergéométriques ` 


Ort ei T(v+u+1) LG dr? GE 


S Wl ; - v + u +-l,-2,-3 
zc, vk 2: 7 


2 2 


Ou encore : 


(UA Jerta 


Ke v+2A. 
2 KE v +A +1)? / 2 


` SD 1<z<o 
2 Z 


Ci (z)=e 


ou bien encore : 


1-2A 
(Ak Jr T(v+2A) b SI air? v+l 
2” 1 2 


; 1 
BEE TANA av + a SES KEN 1<z<o 


Abordons rapidement la normalisation et son impact sur la normalisation des coefficients. 
Supposons par exemple que cette fois v et u sont tous deux entiers, on connaît la normalisation 
des fonctions de Gegenbauer et la normalisation des fonctions d'onde sphéroïdales. L'application 
des deux normalisations permet d'en déduire une relation de normalisation sur les coefficients du 
développement par extension sur toutes les valeurs de v et u, comme suit : 


d 2A-/ 
Er 2 Dhräyl, 
jal x ] 2 aidf ef TA) 2h +2 KEEN Kai 


m 2 I(v+24) 
(GI 2A+2v r+) "" 


+l 
= A = Z- T E 23 
RW 


+1 
ahe ne re. m 2 Thv +2k+1-2u) 
jal P)" GaleXra() | WESTER SE 
d 
2 
1 2 

b 3 Daul & (gt) r(v+2+1-20) DE 239 Ifv+u+1) 
Comme fax(ps!{x,7°) = > > ni = 

! 2v+1T(v-u+1) Æ 1-2u+2v+4k T(v+2k+1) m 2v+1T(v-u+1) 


Soit pour le développement une relation sur les coefficients : 


£ 1-2u+2v+4k Tfv+2k+1) m 2v+1T(v-u+1) 


e Leif Te 2tA1—2n DÉI E eege 


Les expressions des dérivées premières et secondes de ce type de développement sont les 
suivantes : 


(1 See J? psf (x, y?)= Sgt, Gers (x) 
Kon 
d 


OO = Soa ebe) As 
X k=- 


2 +00 
fr) Etre Baal elei cl? Ai 
k=% 


ou bien encore : 


PSY (x, Cl (1 Ee? IS Zen Cr) 
ene 


E Joen (x, y }= (1 SÉ EC Zei LG: ) pal =x? E X H ee (x)} 


dx 


2 


dx? 


lose) "Beil eran ee, delt al ` el À Aale) u Glu DHA) 


Il reste maintenant à construire deux cas. Le premier cas est celui où u est un demi-entier et v demi- 
entier (cas où les fonctions de Gegenbauer sont identiquement nulles). Pour ce cas on a vu que 
pour u=1/2, le cas v demi-entier se construit avec les fonctions de Mathieu périodiques (ou anti- 
périodique) de période met 2 n. C'est ce que nous allons essayer dans le prochain chapitre de ce 
document. 


Le deuxième cas correspond à u entier et v demi-entier. En effet dans ce cas là ni le développement 
en fonctions associées de Legendre, ni le développement en fonctions de Gegenbauer ne marche. 
J'ai longtemps penser qu'il s'agissait d'un nouveau cas de solutions, mais en réalité comme 
l'introduction du paramètre v peut apparaître artificielle puisqu'elle n'est liée qu'aux types de 
développement en fonction de Legendre ou Gengenbauer, il suffit de se rappeler qu'il existe des 
solutions exactes et même précisément algébriques dans le cas ou u est entier et dans ce cas, il ne 
peut donc s'agir que des solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales qui sont 
parfaitement décrites dans ce document. On pourrait éventuellement indexer ces solutions en 
fonction d'une valeur formelle demi-entière du paramètre v, à définir certes mais qui n'est pas un 
sujet crucial. 


Cas limite y->0 pour un degré v quelconque et un ordre u demi-entier 


On sait que dans ce cas l'équation des ondes sphéroïdales se ramène à l'équation différentielle des 
fonctions de Legendre associées, et par la même forme de Liouville, on trouve facilement la forme 
des fonctions de Legendre associées pour 1=1/2 : 


2 


la @=v(v+1) 


(x?) »"(x)-2x EE SS 


= (1-22) u(e) = katet- 2 (1 al xufe) +k u)v H+ 1)u(x)=0 


Cette forme intermédiaire est celle des fonctions de Gegenbauer. En poussant plus loin avec une 
forme de Liouville : 


>u" (t)+(1-2u) Cotan(t)u'(t) H (v uv DÉI 1)u(r)= 0 


f = Cos(t) 
PA (x)= (Sin? (O)? ule) 


On sait que pour les ordres demi-entiers en utilisant des formules de connexion, on a une relation 
entre les fonctions d'ordre inverse en signe : 


BE 2  Ifv-u+l)., 
Pr" E EE G) 
ol ESA) TR ed 


xe [- 1,1] u demi-—entier 


Lorsque 1=1/2 : 


E j- E° h L Jarecos(s) x Fei )= 4 r F 8 a Ta ee 


; 1x2} 


Ch GE x(2v +1) 
j L rcCos(x os veL reCos(x 
sog Dla e 


4 
1 T 
1x2}: 


1x2}: 

On a également une relation entre les ordres voisins, sous la forme : 
2u x - 

Pr“ (x)4 P”(x)-(uļu-1)-v(v +1)P® (x)= 

Ce PE Pr) -ulu DV PC) 


od Lin wie" UD7 (x)= 


e |- 1,1] 
Qi" (x): 


Cela permet de calculer les fonctions pour les ordres u=3/2,5/2,... Par exemple pour u=3/2 : 


d Se E SÄI ' L aset: ) re Ss S E Si [+ + OI 


hb S 2v +1 (-x} 
i SIE + L were i : ` SIE + 3 Jarccosts ) 
SS IT T 
a)-f Ode Pa- 
(-x2} Dh 
Z ge nas (2v +1} = vi [2f 2v+3 1 
P? (x)= P2 (x) e P,2(x)= (1 x ) 4 Cos We ArcCos(x) |+ 
T 
3 1 2 1 
le DE 2v+3 o, | 2 dÉ | 2 
Q2(x) Ms (x) 4 Q,?(x) (1 x Ja > 7 Sin] | v > ArcCos(x à Sin| | v + S ArcCos(x) 
On peut donner une forme très précise à ces fonctions d'ordre demi-entiers quelconque, sous la 


; 2v +1 2v+1 i 
_ Cos , + 3 JareCos(s) 
“ie ” 4 2 
forme : 


Des së SE Le (e 2p+1 
d (x)=2 D Lya SIE P J [2v +2m+1 TEREE 2p-1|Cos||v-— à +21+1 ArcCos(x) 


m=l+1 m=1 


2p+l _2p+l m l=p m=p m=l 2p+1 
Q,? (x)=2 2 D 8 x’) 4 P 1) ge m l I [2 + 2m + Un 2v+2m-—2p— Si SSC +21+ EE 
"P= 


m=l+1 m=1 


Je ne peux utiliser le lien avec les fonctions de Gegenbauer car dans le cas d'un ordre demi-entier la 
fonction de Gegenbauer est identique nulle : 


GE ru RAD CE (x) 


Jr \2 (RETTEN lge 


SE T v+p+à) 
_2 +1 PD 2 ( a 
SCENE EE 
TED 
2 
2p+1 


2p#l > 2 AVE Se 2p+1 
= (=) T EE Zä 


Voyons si l'on ne peut pas trouver un développement de la forme es A? a en 
1=0 
(D-2p Cotanl)u'(e) CODE DEE 
partant de l'équation différentielle 2 2 Ce 


développement conduit à une récurrence à deux termes : 


1=0— p(2p—2v-1) 4? =(2v +3) A? 
1=1—(p—-1)X2p—2v-—3) 47 =2(2v +5) A? 


és IX2p-2v-21-1)42,, =(1+1Y2v+21+3) 42. 


Cette relation de récurrence s'arrête lorsque l=p et tous les coefficients d'indice supérieurs 
s'annulent. Le développement s'arrête également pour GO du fait l'annulation du mempre droit de 


la récurrence pour l=-1. Cela justifie donc d'écrire le développement fini : u(t DK Ar e de Coach, le 


Ai _(-1)2p-—2v-21-1) 
rapport entre deux coefficients d'indice se suivant donne : “11 (+1X2v+2/+3) Le même 
rapport dans la formule donnée se calcule ainsi et donne le même résultat : 


m=l 
B,=(-1}”* ED 2v +2m-2 ) 
rail 1 3 


m=l+1 


B, =(1 E = = gl joms [Than 2p- 1) 


m=l+2 


p-l2v+2(1+1)-2p-1_ p-l2v+2l-2p+1 
B, 1+1 2v+2(1+1)+1 l+1 2v+2l+3 


La récurrence établie est donc celle qui construit les fonctions de Legendre associée d'ordre demi- 


entier. En prenant les parties réelle et imaginaire, on obtient les fonctions de Legendre associée P 
et Q à une constante près bien évidemment. 


Valeurs particulières des fonctions associées de Legendre d'ordre u demi-entier 


Pour certaines valeurs de l'ordre v, les expressions établies précédemment se simplifient : 


SZ sch. Pra 274 2 = p y 7 m=p m=] 2p+1 
SDT ü 2 2; 1 2 2 ? C — 2l +1 |ArcC 
EC (x) > vlii v+2m+ Un v+2m-2p- ) d SE ) rc ici 


m=l+1 ml 


2p+#l p+l l=p m 
Q,? (x)= De ER lee SE F E tamsi (fi> +2m-2p- (al, SE 
(EE 


1=0 m=l+1 m=1 


+21+ anre 


Pour v=-(2p+1)/2, le développement ne contient qu'un seul terme quelque soit la valeur de p>=0 : 


2p+l m=p = KEES 
ig Ss Fësch: ES "Il (2p+1-m)=( y 2? Ké Dies 
= S ! 
m=l+1 2p+1 
IER e 
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Pour v=1-(2p+1)/2, également le développement ne contient qu'un seul terme quelque soit la 
valeur de p>=0 (deux termes puis un seul) : 


m=p 


-p)= SCH Ze T 1 
Tit p) 0 3 (x)=( NEE Gely x) S x pp P2(x)= EI x dÉ 3x  p=0 
SR T 5 T 


lp 


= 
l+p-l1 Q,3,(x)=0 p#0  Q(x)= h SÉ x p=0 


Pour v=2-(2p+1)/2, le développement ne contient que deux termes quelque soit la valeur de p>0 
(trois termes se réduisant à deux) : 


a satt Du en Gp) ; 
GE hi- + = 1} Gp il pex-1)-p} net 
… = H 1 1 
(UE p)=0 rich Cos(24rcCos(x)) = (1 RE (x-1) p=0 
IER, — SE ý f 
ET E Q;5,()=0  p#0 
(EZ ER i 
1 
Q3 (x) D TE sin(24reGos() = D HEN xX p=0 
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Pour v=3-(2p+1)/2, le développement ne contient que deux termes quelque soit la valeur de p>0 (4 
termes se réduisant à deux) : 


2p+1 {m=p-1 
P3, (x)=2"{1 Sc T2-2p+ al II — p)Cos(34rcCos(x))-6pCos(4rcCos(x))}  p#0 et pz#l 


L SÉ 

m=p P2(x)= ( - x) el Cos(34rcCos(x))  p=0 
[[2(m+3-p)=0 |3 m 
m=l+1 2p+l e 21 
2 H (=li -2 Ji 2 Hcoslssrecosl))-3 Coslarecosla)} p=1 
l a P cl CS Gg ` 
(ET ER Q;2,(x)=0 pel et p#l 
l+p-3 Ea 

1 dp 

Q2(x)= BI = x) 4 Baach) p=0 
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Q,? (x) = Si =x? H : {Sin(3 ArcCos(x))- 3 Sin(ArcCos(x))} p=l 


On constate donc que quelque soit la valeur de p>0 pour les fonctions de première espèce : 

- pour v=-(2p+1)/2 et v=1-(2p+1)/2, le développement ne contient qu'un seul terme non nul. Pour 
v=-(2p+1)/2 c'est un développement en cosinus pair et pour v=1-(2p+1}/2 c'est un développement 
en cosinus impair 

- pour v=2-(2p+1)/2 et v=3-(2bp+1)/2, le développement contient deux termes non nuls. Pour v=2- 
(2p+1)/2 c'est un développement en cosinus pair et pour v=3-(2p+1})/2 c'est un développement en 
cosinus impair 

- pour V=4-(2p+1)/2 et v=5-(2p+1)/2, le développement contient trois termes non nuls. Pour v=4- 
(2p+1)/2 c'est un développement en cosinus pair et pour v=5-(2p+1})/2 c'est un développement en 
cosinus impair 

et ainsi de suite... 


Et pour p=0, le développement n'a qu'un terme. 


Deux remarques sur ce petit chapitre 


La première : il se trouve qu'une série d'articles de 1949 et 1950 abordent d'une certaine manière 
ce type de développement avec les fonctions de Gegenbauer. Il s'agit alors d'étudier les fonctions 
dîtes « associées de Mathieu ». Voici au moins trois références : 

-1949, R.Campbell, « Sur une expression remarquable des solutions de période 2kn de l'équation de 
Mathieu associée », 

- 1950, R.Campbell « COMPORTEMENT DES FONCTIONS DE MATHIEU ASSOCIÉES POUR LES 
GRANDES VALEURS DES PARAMÈTRES », 

-1950, R.Campbell « CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES SOLUTIONS DE L'ÉQUATION DE MATHIEU 
ASSOCIÉE ». 


Il me semble qu'après un examen plus attentif de l'article « CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES 
SOLUTIONS DE L'ÉQUATION DE MATHIEU ASSOCIÉE », ce dernier comporte « peut-être » des 
erreurs, notamment sur la relation de récurrence des fonctions de Gegenbauer, ce qui peut 
conduire à une erreur sur la relation de récurrence des coefficients du développement. A titre de 
comparaison, les auteurs L.J.CHU, J.A.STRATTON proposent dans l'article de 1941, « Elliptic and 
Spheroidal Wave functions » également un développement en fonctions de Gegenbauer (cas de 
polynôme), mais ces derniers n'ont pas la même normalisation, il est moins trivial de vérifier la 
récurrence (Construction des « V-Functions a formule 83). Toutefois la récurrence de L.J.CHU, 
J.A.STRATTON est non seulement plus cohérente que celle obtenue par R.Campbell, mais par un 
changement de paramètres est identique à celle établie ici. 


La deuxième : telle que présentée par R.Campbell, il est clair que les fonctions associées de 
Mathieu sont les fonctions sphéroïdales avec un argument Cos(t) ou Sin(t). C'est ce que nous allons 
voir, car pour le cas des fonctions de Mathieu associées périodiques la construction la plus 
« cohérente » est celle réalisée par R.L.Ince conduisant à une récurrence à 4 termes. Il n'y a pas 
d'intérêt à rechercher des solutions non-périodiques des fonctions de Mathieu associées sous 


forme de série sinusoïdales puisque ce sont celles que j'ai abordé par le développement en fonction 
de Gegenbauer. 


Construction des fonctions sphéroïdales dans le cas u et v demi-entiers, lien avec les fonctions de 


Mathieu associées 


Une des formes de Liouville de l'équation des ondes sphéroïdales est obtenue avec le changement 
de variable x=Cos(t) : 


(i yea a a fo che He po) x = Cos(t) 


= e = Sin“ (t)w(t) — w''(t)+ (2u + 1) Cotan(t) w'(t)+ lo — ulu + 1)+ y? Sin” (6) w(t) =0 
y(x) = Sin™” (t)wlt)—> w" (t)+(1— 2u) Cotan(t)w'(t)+ lo + u(l— u)+ NON w(t)= 0 


Une forme équivalente est obtenue avec y=Sin(t) : 
2 2 u 
D ze y(x) 2x dy(x) + Ç H CH x?) H > | y(x) =0 x= Sin(t) y(x) = (Cos°(r)) 2 w(t) 
dx dx (EE: 


w (1 + 2u) Tan(t) wi (t)+ lo — ulu + 1)+ y? Cos? (1) w(t) =0 
w" (t)- (1 eg 2u) Tan(t) w'(t)+ lo + Du — u)+ y?°Cos (£) w(t) =0 


Selon un article de 1923 de E.L.Ince, « Associated Mathieu Functions a le point de départ est la 
forme de Liouville suivante : 


1,7? y? Goa. 
x= Cos(t) y(x)= (Sin? (e)) e4) g'(e)+ otti Cos(2r) SS g()= 0 


2 
Posons A q= EE = "(4 { a+24 Cos(2t) nd 


Sin°(t) 


AIS 


E.L.Ince réalise deux transformations supplémentaires : 


O= (sir OP u OS E) - erte? = eil? 2402 (SOE air 

gO) = (E)E 2,02 ve) = (SENE 2O) (sir) E ul) = (S ul) 
Ces transformations nous ramènent exactement à la première forme de Liouville proposée avec 
x=Cos(t), à savoir des fonctions solutions des équations différentielles suivantes : 


be DÉI 2A Cotan(t) u'(t)+ (a — AT +2q Cos(2r)}u, (£) =0 
u," (t)+2(1— A) Cotan(t)u,'(t)+ (a -0 -AF + 2q Cos(2t))u,(t)=0 


Si l'on pose À -1 


Z= jü le système d'équations est identique car l'équation est invariante par le 
2 


changement ^> 174 S u >-4, 


Al (S) E sel = (sir OP hé) 
ECH 2A Cotan(t) Di '(t)+ (a — AT +2q Cos(2t))u, (t) =0 
u,''(t)+ 2(1 = A) Cotan(t) u,'(t)+ (a = (1 — AT +2q Cos(2r)}u, (£) =0 


E | O O O 
2 


Remarque importante : dans ce qui suit c'est le choix — _ 1 _ u -Qui est retenu. 
2 


Remarque : sur cette généralisation de l'équation de Mathieu on remarquera que le paramètre q 
est de signe inverse dans l'article de E.L.Ince. En effet communément l'équation de Mathieu se 


note : 
y'""()+(a—2q Cos(2r)) y(r)= 0 
Et par extension celle l'équation de Mathieu associée : 
y" (t)+2A Cotan(r) y'(t)+ (a — À — 20 Cos(2r)) »(r) = 0 


Partons maintenant de ces deux équations proposées par E.L.Ince en recherchant la solution sous 
la forme de fonctions périodiques ou anti-périodiques de période x par des développements 
identiques en la forme à ceux employés pour les fonctions de Mathieu. Prenons par exemple une 
solution paire et anti-périodique en t de période n : 


1=+00 
u(t)= Š Aza Cos((21+1)t) 
1=0 


Injectons cette forme dans l'équation différentielle : 
Sin(t) ue) 2A Cotan(t) u,'(t)+ (a — AT +2q Cos(2t))u, DI = 0 


Donne sur le terme “2:Cos((7+1) 


d l'expression suivante : 
Aaqa Sin(2@—1)r)+(g+(1+21- AY —a)Sin(21 t)- (q +0 +21+ AF —a)Sin(2( +1)r)+ q Sin(2(1+2)r)) 


Qui doit s'annuler une fois les termes de l'expression réparti sur les termes voisins du 
développement (ils sont tous en fonction Sinus dans l'équation différentielle de départ). 


Cela conduit à la relation de récurrence à 4 termes suivante : 
l zoz lh- Aar a +(a+q=+(a-3F) 4 -q A^ =0 


1=1—>q A^ +ha-(A+3F -q) A4" +(-a+(A-5F +q) 4^ +q 4^ =0 
l=2 >q A + (a (A +5} -q)4^ +(-a+(A-7F +4) A +q 42 =0 


q A^ +a- Crise AY -q) 44a + a+(A-21-3F +q) 45,3-q A^s =0 


Sous forme matricielle et en changeant de signe pour l'ensemble du système d'équations linéaires 
on obtient : 


DEE -4-68-47 q 0 ge LES 0 0 .. olf 
-q gEG+AŸ -q-(5-4A7 q Gë d 0 1 -1 H 
0 -q q+(S+A)Ÿ -g-(7-AŸ q el 0 1 -10 … 
0 -q e -q-(21+1-Ař 0 gn 0 et Ze 0 
0 -q qg+(21+1+A) … rs 0, À 
| 0 | {0 0 0 JN 
ENG OS RC ET à 
H e GENEE 
£ ` 0 0 1 1 KEIER 
S(M-aB}A=0&(B'M-al}A=0 B'- =b] | i 
0 O0 … 1 dell SE 
0 0 
[Oo 0 0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice BM. Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculées à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Prenons un développement de la forme `. (t)= < A^Cos(21 t), Par le même procédé, on parvient à 
1=0 

la relation de récurrence à 4 termes suivantes : 

1=0—(a-A -g)4" +(-a+g+(A-2Ÿ)A4" -q 4% 20 


1=1—>q Af +(a—(A +2) —g) 4! +(-a+(A—4F +4) A! +q 4! =0 
1=2—>q A^ +(a-(A +47 -q) 42 +(a+(2-6F +4) AË +q 4% =0 


q A, +(a-(21+AŸ -q) 44 +(-a+(A -21-27 +q) 45,2 -q 4%, =0 


Sous forme matricielle et encore une fois en changeant de signe pour l'ensemble du système 
d'équations linéaires on obtient : 


[q+ -2q4-(2-AF q 0 8 ol [1 -1 0 0 … 014] 
-q  qg+(2+AŸ -qg-(4-A} q ën e D 1 21. 0 ae 2404 
0 -q qg+(4+A) -g-(6-A) 0 „| J0 0 E al Le 

0 -q mm SAN AE Less A ët de e ON 
0 -q q+(2l+Af 2 ao el Er 
|o | l0 0 Oeics 
DEI A8 0 1] 
0 1 11 1 
z 4 |O 0 1 1 b, =0 i>j 
(M-aB)}A=0<(B'M-al}A=0 B'- Jr | | 
Ge 0 0. 1 b; = 
… 0 0 
0 0 0 


On voit donc qu'il s'agit également d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs 
propres de la matrice B*M. Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculées à 
partir des valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Dans l'article E.L.Ince introduit les notations des fonctions associées de Mathieu sous la forme, que 
je change légèrement suivant le changement d'argument (préfixe « c » pour x=Cos(t) ou « s » pour 
x=Sin(t), référence ce ou se pour les fonctions de Mathieu correspondantes lorsque q=0, et 
inversion du signe du paramètre q) : 


A 


g(r)= ce! (1,-4)= GER 44 (4) Cos(21 t) 


WOP (a +2q Cos(2t) EM g(t) =0 


1—A l=+0 


glt) = ee, (t-q) = (Sin? (0) 2 Sata ) Cos((2/)1) 


Évidemment lorsque A=0, les développements sont effectivement d'une forme équivalente aux 4 
types de solutions périodiques de l'équation de Mathieu : 


cce), (t, q) = Cea, (t, q) = An q)Cos(21 t) 


CCE (t, q) Cp (t, q) z lra q)Cos((21 k 1) t) 
A=0= g"(t)+(a+2q Cos(2r)) g(t)=0 = a 
csel, (t-q)= selt = Sin(t D At q)Cos(( (21 +1)4 KE )Sin(( (21 + 2) t) 


y IESSE 


csel A. q)= se, Al = Sin(t EE )Cos(( (il )= ÈZ Bt )Sin ((21+1)r) 


Parallèlement étudions l'autre forme de Liouville obtenue avec y=Sin(t), à savoir : 


y(x) = Cos“ (w(t) = w''(t)— 2A Tan(t) w'(t)+ (a — À — 2qCos(2t)) w(t) =0 
y(x)= Cos“ (rw) wiel 20 — A) Tan(t) w'(t)+ (a -(1- AT -24Cos(2t))w(t)=0 


On note qu'il suffit de réaliser le changement d'argument t->r/2-t pour obtenir la même chose à 
partir des équations précédentes. On peut donc facilement trouver la récurrence d'une solution de 


la forme ult)= D AS, Sin((21+1)0): Partant du développement : Sa cos pro? = 
1=0 1=0 


De 1) À 


A 
21+1 


matricielle on obtient le système suivant : 


(1+AŸ 
q 
0 


(M-aB)}A=0<(B'M-41)A=0 


qg+(3-A) 
g+(3+A) 
q 
0 


q 
g+(5-AŸ 
g+(5+A) 

q 

(0) 


0 


q 
g+(7-AŸ 


B !'- 


0 


g+(21+1-AŸ 
g+(21+1+AŸ 


Par une linéarisation trigonométrique, on arrive au même résultat. 


Dës 


1 1 
0 1 
0 0 
a 
0 
0 0 


CO © ra + © 


= 
D 
KE 
tu 


Sin((21+1)t) il suffit d'alterner les signes des coefficients de la matrice. Soit sous forme 


0 ol 4 
O … À, 
Lol 4 
Ss 0 Si 
NA E 
D el 
b,;=0 i>j 
b, j = (- a 


A ° H A 1=+00 ` 
De la même manière la récurrence d'une solution de la forme :,,(:)- S ACos(21 t} solution de 
1=0 


l'équation :#"()—2A Tan(t)u'(t)+ (a — A —2qCos(2r))u(s) = 0, est construite comme suit : 


q 


(M-aB)A=0(B'M-a1)A=0 


[q+ 2q+(2-AF 


g+(2+AŸ 


B = 


1 0 O0 
1 1 O0 
0 1 1I 
0 0 … 
… 0 0 
(0) 
b,, 
AJ 


oi 4A 


Donc pour l'équation différentielle de Mathieu associée e(O4[a-29 Cos(2t) 


on 


on peut construire 4 types de solutions (notation préfixe « s » pour x=Sin(t), référence ce ou se 
pour les fonctions de Mathieu correspondantes lorsque q=0) : 


g(t) = sceÿ, (t, q) = (Cos? (£) Zo (a) Cos(21 t) 
elt) CS SE (t, q) E (Cos’(} > Anala) Sin((21 + 1) t) 


WOP (a —2q Cos(2t) 


Cos? (t) 


Hl 


g(r)=ssel,,(c.4)=(Cos? Oe 


> AXA (q) Sin((21+1)r) 


S Ala) Cos((21)n) 


g(t)}=sce!,. (r,q)=(Cos? Die 


Là encore lorsque A=0, les développements sont effectivement d'une forme équivalente aux 4 types 
de solutions périodiques de l'équation de Mathieu : 


A=0> emile —2q Cos(2t)) g(t)= 0> 


sce? (t,q)= ce, lr, als X, 45 (q) Cos(21 t) 


se, (t,q)= ze, ls Baala ) Sin((21+1)4 ) 
1=0 


= Cos(t N5 A aal 
1=0 

1=+00 
ces (t, q) Ce (t, q) = Cos(t) 


1=0 


l=+%0 


sel, gl ges, (t,q)= q) Sin((21+1)r)= D Bla) Sin((21+2)r) 


1=+0 


Anla) Cos(21 t) = 2 Bam (a) Cos((21 + 1) t) 


1=0 


Quant aux solutions de l'équation originale de Mathieu associée (soit en changeant q en al 


etc 2 Cos(2r) E la correspondance avec les fonctions de Mathieu est 


Sin?’ (t) 


également obtenue lorsque A=0, sous la forme matricielle qui est exactement celle des fonctions de 


Mathieu , notamment pour les ordres impairs : 


l 1 1 1 11[1 g-9 -q 0 0 
O 1 1 1 1 q 9-q q-25 -q 
0 0O 1 1 0 25 — — 49 8 
B'M- A +. à 
0 o0 s'i 0 q g-(21+1) 0 
se 0 0 1 0 ga  (Ii+1)ÿ -q 
[o 0 0 | 0 
l+g q 0 0 l+q-a q 0 0 
q 0 SET q 0 
0 27 0 e 27- 
= EM q q Se q a d 
ie 0 q q 0 0 q 
o 0 q (21+1) 0 q (21+1) -a 
L 0 . L 
Et pour les ordres pairs : 
Kat: 1 1 1 1] -q 2q-4 -q 0 0 
O 1 1 1 1 q 4-q gqg-16 -q ia 
0 0 I 1 (0) 16- —36 0 
e q d q | 
H "D ae | 0 q g—A 0 
0 0 1I (0) q 4P -q 
[oO 0 0 | 0 
[0 2q 0 ol Ta 2q 0 o0 
q 4 0 q 4-a q 0 
0 16 0 0 16— 
sB M= q q Se q a d 
… OU q 0 0 q 
0 q (24) 0 q DIF -a 


Voyons si l'on peut directement construire pour l'équation différentielle intermédiaire : 


u''(t)+ ZA Cotan(t) u'(t)+ (a — AT +2q Cos(2t))u(t) =0 


des développements possibles à la manière des fonctions de Mathieu, sous la forme 
Se. stallt el ou sous la forme > BSSin((21)r). Pour t=0, ces deux développements 
1=0 1=0 


s'annulent, ainsi bien évidemment que leurs dérivées secondes. Les dérivées premières sont a priori 
non nulles. Si nous injectons ce résultat dans l'équation différentielle alors : 


u''(t)+ 2A Cotan(t) u'(t)+ (a — AT +2q Cos(2r))u(r) = 2A Cotan(t) DNO = 0 


Comme A<>0 (sauf pour les fonctions de Mathieu) alors la solution ne peut qu'être identiquement 


nulle. 


De même avec l'équation différentielle #()-2A Tan(t)u'(t)+ (a — À — 29 Cos(2t))u(e)= 0 par 

simple changement d'argument, on en déduit qu'il n'est pas possible de construire des solutions de 
1=+00 Î1=+00 a D 

la forme DA ,Cos((2/+1)r) OÙ de la forme S` BA Sin((21)r) excepté dans le cas des fonctions de 
1=0 1=0 


Mathieu, soit lorsque A=0. 


Cas limite y->0 pour un ordre u demi-entier 


On sait que dans ce cas l'équation des ondes sphéroïdales se ramène à l'équation différentielle des 
fonctions de Legendre associées. La forme de Liouville permet d'appréhender les solutions lorsque 
u demi-entier : 


D NN 2x del H pean- UE A x = Cos(t) y(x)= P” (x)=(1-x Jule) = (Sine) u(t) 
o | 2v+1) à 

u H 2A Count |! 7 ) -x Joe 2p+1 o | Leg 

u"(t)+(1-2u)Cotan(t)u'(t)+(v + uv- u+1)ult)=0 


On a donc à notre disposition toutes les solutions de cette équation, sous la forme de fonctions de 
Legendre associées d'ordre demi-entier et son développement sous une forme finie 


l=p 


uļlt)= 3° 4? SÉ 8 SEN +21 +1) d Dans notre cas le paramètre vest également demi-entier, aussi 


1=0 


des développements du type u(t)= KS BA. ,Cos((27 +1) t) OÙ u(t)= S'BACos(2T £) sont équivalents 


Jm E 


SE EE DE SE 
en posant i oü i 
NW VD SS V—-p+— 
l =l+ 2 T =1+ 2 
2 2 


La récurrence des coefficients du développement impair „(t)= ES B4 ,Cos((27 dë 1) t) donne : 
H 
2 2 
T=0 (ek (1 aile JE pre 
2: 2 
T =1 [en G aile JD (5 , D 


=—0 


4 


2 2 
fe (27 +1 de, (e2 (27 : alle, © (p-1X2v-2p+21+1) BA, =-(1+12v +21+3) B; 


Et la récurrence pour un développement pair de la forme „(t)= 5 BACos(21 t) donne : 
1=-0 
2: 2 
roð E elei JE rei 
A A 
2: 2. 
Ti E (2 py la JB? Grp} ) ai 


4 


2 2 
IST er Als E (27 4 alle, < 2(p-I{2v-2p+21+1) Bå CEET ENEE 


Ce sont donc les mêmes récurrences. 


D'un point de vue matriciel l'équation #()+2A Cotan(t)u'(t)+(a À dl correspond pour un 


développement impair « cosinusoïdal » à ce système linéaire : 


l 1l 1 BIR E -(6+př 0 0 
O 1 1 1 0 B-p -(5+p) e 
0 0 1 0 0 (5- př 0 Ba 
0 0 1 0 0 —(21+1+p) 0 
S 0 > 0 (27+1-p)  … 
[Oo 0 “ls 0 ral 
[(i-p}-a  -12p -20p  —-28p ITA 
0 (G3-p}-a -20p -28p À, 
2 0 0 (5-p) -a -28p E 
0 0 eg e z 
= 0 O  (2+1-p}-a || 4; 
|0 gl asi 
Les valeurs propres de ce système sont a=(1-p},68-p}.(5- p}... 
Et pour un développement pair « cosinusoïdal » au système linéaire : 
FE AE de, EE 0 0 d 
O 1 1 1 (io (@-pf -(4+p} 0 S 
0 O0 1 1 0 0 (4-p} 0 0 JL 
0 0 oa ZE 0 0 … -(2+p} 0 
sa se d GE 0 o (2-p} … 
[Oo 0 o Jo al 
|p -a -8p —16p —24p ITA 
O (2-pf-a -16p  —24p 4, 
ae 2 0 (4-p) -a -24p IER 
0 0 Ge Se a 
Se 0 o  (2l-pf-a IA, 
| 0 EA 


, a=p?,(2-p}.4-p} 
Les valeurs propres de ce système sont PET PIN P e, 


KÉN 


H 2 = 2 H e H 
A chaque fois les premières valeurs propres P et (1- p) correspondent à un développement à un 
2 2 
seul terme, les deuxièmes valeurs propres ES et G-p) à deux termes, les troisièmes valeurs 


propres (=p) et Gef à trois termes et ainsi de suite. Or on a vu dans la méthode de 
construction des fonctions de Legendre associées d'ordre et de degré demi-entier que quelque soit 
la valeur de p>0 : 

- pour v=-(2p+1)/2 et v=1-(2p+1)/2, le développement ne contient qu'un seul terme non nul. Pour 
v=-(2p+1)/2 c'est un développement en cosinus pair et pour v=1-(2p+1}/2 c'est un développement 
en cosinus impair 

- pour v=2-(2p+1)/2 et v=3-(2p+1})/2, le développement contient deux termes non nuls. Pour v=2- 
(2p+1)/2 c'est un développement en cosinus pair et pour v=3-(2p+1)/2 c'est un développement en 
cosinus impair 

- pour Vv=4-(2p+1)/2 et v=5-(2p+1})/2, le développement ne contient qu'un terme. Pour v=4- 
(2p+1)/2 c'est un développement en cosinus pair et pour v=5-(2p+1})/2 c'est un développement en 
cosinus impair 

- et ainsi de suite 

- pour p=0, le développement n'a qu'un terme. 


Il est clair que cette séquence correspond à celle que nous trouvons ici. On peut donc en conclure 
l'identification des valeurs du degré v, suivant la succession des valeurs propres établies dans le cas 
des développements pair et impair selon la correspondance suivante : 


a=p >v= SE v=-u&v+u=0 développement cosinus pair 

a = (1 pÝ > v= 5 D v=l-u&v+u=l développement cosinus impair 

a = (2 př zu : D v=2-u<v+u=2 développement cosinus pair 
= Si a= (3 př > v= : P v=3-u<v+u=3 développement cosinus impair 

a = (4 D zu : p v=4-u<v+u=4 développement cosinus pair 

a= (5 př > v= : p v=5-u&v+u=sS développement cosinus impair 


Cette liste de valeur propre n'étant pas ordonnée de façon croissante, la correspondance en valeur 
croissante est la suivante : 


Valeur n°1 a=0—v+u=p développement cosinus parité p 


Vale 2 v+u=p-l 
ani 
v 


développement cosinus parité p—l1 
Valeur n°3 +u=p+l 


Valeur n°2p -2 


a = (1 = Di > A développement cosinus impair 
-2p+1 Valeur n°2 p -1 v+u=2p-1l ` 
2 
Valeur n°2p 5 v+u=0 ` . ! 
=p > développement cosinus pair 
Valeur n°2 p +1 v+u=2p 


Valeur n°2p+2 a= (p + 17 —v+u=2p+l développement cosinus impair 


Valeur n°2p+3 a= (p 2} >v+u=2p+2 développement cosinus pair 


Pour la normalisation des deux types de fonctions de Mathieu associées, 


On peut par exemple étendre la règle de normalisation des fonctions de Mathieu (pour A=0), à 
savoir que la norme du seul développement de Fourier est normalisé à r : 


1=+0 


(4, (- a) =l 


1=0 


fa (Saco ) Cos(21 D) = x = lant Alf + 


g'()+ , +2q Cos(2t) AA = d elt) SS 


Sin? (t) 


l=+0 ton 


fa 5 or q) Cos((21 +14 ui =7> Lla Aaqa) =1 
2x 2x 2x 


[ar Lena" ` (cce!, (t-o) = far Lena" ` (cce? a(t- = far (Si) (esef (t-o) = far CHOI (eseb a (t-a) =m 


Et de même : 
fa SA (g)Cos(21 t) =T > EEN (4)} af aY Gë 
g''(e)+ a —2q Cos(2t) GN elt) =0 Ë ) ; d 1=0 
far | Sai (ser) e Ela =1 
fa scil (sces, G a) E fa DIR (sce, (t, a) z fa C740) Lasel, (t, a) = far (Cos? O) Lasel. (t, a) =m 


Expression des dérivées premières des fonctions intermédiaires de Mathieu associées 


J'appelle les deux fonctions périodiques intermédiaires de Mathieu associées, les seuls 
développement en cosinus : 


u" (t)+ 2A Cotan(t) u'(t)+ (a — AT +2q Cos(2r))u(r) = 0 
EECH 


u(r)= ccein (t-q) = S A7. (—q)Cos((21+1)t) 
1=0 
Les dérivées premières et secondes sont alors triviales : 


Jeer, (,-q)}= Sin A} (- q) Sin(21 t) 


1=0 


2 
AP D {ccei!, (t, -q)}} =- Za A — q) Cos(21 t) 


£ { eceis,(e, -q)}=- Dr +1) Ahaa) Sin((21+1)9) 


leet, (eg) =- X1 +1} 43(-a) Cos((21+09 


Expression des solutions 


ériodiques en Cost) de l'équation des ondes sphéroïdales avec un 


développement en fonctions de Mathieu intermédiaires associées 


Les fonctions d'onde sphéroïdales sont donc construites comme suit en argument t : 


v= (sm0)? Za (0) Cos(2 
vO (sir) E A (a) Cos((21+ 09 
HD (sir OP SA a) Cose) 
= (sr Of dron 1) 
Et en argument x : 
(=) a" 
E EE dich 
Sech) An q= ` a ET | s-h- Z (2 Joe 
Ale wl Le Nco 


Soit avec les fonctions de Mathieu associées intermédiaires : 


1 
y(x) = D -x j: eet, ` (Arecosla)- 


12 
DOE D = Xy S EE Tasch L- 


DI 


y(x) z D =x d E 


HR 


1 
y(x) = D -x E cceiZ | Arecosla)- 


Ce qui donne les dérivées premières : 


y'(x) = Bi -x } 
vil Hl 
vil Hl: 


Le 2 
+ d E de COeiz, i Ange £) 


t=ArcCos (x) 


T 2 
+u d -x P ee, i Ange £) 


t=ArcCos (x) 


u 1 
-u xli- x} 'ecei2, Täsch ek 


1=ArcCos(x) 


u 1 
-u x(1- D SS eläng) SÉ 


1=ArcCos(x) 


Et les dérivées secondes : 


Ka 
= 
to 
Ka 
Va 
— 


UI x ds ccei2, SE ga 


t=AreCos(x) t=ArcCos(x) 


T 
= 
to 
Ki 
BS 
= 


1) ( x EX e (arec os(x}- ga 


t=ArcCos(x) 


t=ArcCos(x) 


u-1)- (UD x d SE rei z 


t=ArcCos(x) t=AreCos(x 


+u (e(u = 1)- UI -x Ei SEI rei 4 


t=ArcCos(x) t=ArcCos(x) 


Expression des solutions périodiques en Cost) de l'équation des ondes sphéroiïdales avec un 
développement en polynômes de Chebychev en x 


En introduisant dans les expressions précédentes les polynômes de Chebychev de première espèce, 
on obtient un développement particulier des solutions de l'équation des ondes sphéroïdales. Ils 
sont définis comme suit : 


u Lo 


dich elle 
sol- Eli 


x= Cos(t) TE 4 
T, (x) = Cos(nt) = Cos(n ArcCos(x)) a DIE 2 
n = Ka a La u+ 
sol- ES -E)r 
1=0 
X u 1=+0 at y? 
y(x)= D TX P Ait (- Ch 21+1 (x) 
1=0 


Avec ces expressions les dérivées premières sont alors les suivantes : 


PT E (E fer )0, u Ta) 


1=0 


PORE Eat) br elt, del à Self 


1=0 4 
y'(x) = D =x? p Ea (- Z) Di D Sp Se (x)- X HT, (x)} 
OSSI) ere) ar) 


Et les dérivées secondes : 
rohi Ea 
rot-i E-E) NEEN EEGENEN 
(EL) 

rozh- $ ZC, r Jfk (u -)-1) Tra ()-2 x 2 Xu + KS äs Di ED ert, del 


| ful lu +1)+1) 762 xli- x? Xe clients Gi -Uaa 


fule (u-1)-1) T, (œ) -2 x D -x Ku + 2k -1) Un Gel A Pl) 


Indexation des solutions périodiques en Cos{t) de l'équation des ondes sphéroïdales : valeur des 
paramètres demi-entiers u et v 


Revenons maintenant à nos moutons, soit les solutions de l'équation des ondes sphéroïdales pour 
les paramètres u et v demi-entiers. Telles que ces solutions ont été construites, il est clair que le 
paramètre v est une forme d'indexation des valeurs propres dans l'ordre croissant. Or on a vu que 
pour la valeur y=0->q=0, l'indexation des valeurs propres a était définie par la correspondance : 


Valeur n°1—v+u=p — développement cosinus parité p 


Valeur n°2—v+u=p-l — développement cosinus parité p-1 


Valeur n°3—v+u=p+l — développement cosinus parité  p—1 


Valeur n°2p-2—v+u=1 — développement cosinus impair 


Valeur n°2p-1—v+u=2p-l — développement cosinus impair 


Valeur n°2p—v+u=0 — développement cosinus pair 


Valeur n°2p+1—v+u=2p — développement cosinus pair 
Valeur n°2p+2—v+u=2p+1 — développement cosinus impair 


Valeur n°2p+3—v+u=2p+2 — développement cosinus pair 


Dès lors que la dépendance des valeurs propres a est continue suivant le paramètre q (construit 


avec y), la correspondance pourrait être étendue entre les valeurs ordonnées a dans l'équation 
de Mathieu associée et les valeurs discrètes de v+u. Cette fois les valeurs propres ne sont plus 
multiples lorsque q>0. Les valeurs discrètes de v+u peuvent servir d'indexation de la valeur propre 


Avru 


Voici un exemple de dépendance en y lorsque u=(2p+1)/2 avec p=5 et pour les 7 premières valeurs 
propres a ordonnées de façon croissante d'un développement en cosinus pairs ou impairs : 


Développement en Cosinus pairs et impair 


a7 


38 


geg a3 


Ki 


Dee 34 


On remarque bien les cas de multiplicité double lorsque q=0. 


Développement direct des solutions périodiques de l'équation de Mathieu associée (forme 
x=Cos(t)), en fonctions sinusoïdales 


On peut également rechercher des solutions périodiques de l'équation différentielle de Mathieu 


associée g'()+ , -2q Cos(2f) Hl g(r)= 0, en injectant directement des développements en 
in 

fonctions sinusoïdales. Plus précisément sous les diverses formes suivantes, cela conduit à des 

récurrence à 5 termes : 


Développement en fonctions de Cosinus pairs (forme x=Cos(t)) 


ge) = (Sin? (OÈ pi ACos(21 t) 


Ar Aa + (8, = x'a) A zf = xla) A, -+ (5, — xi'a) a bauen = O 
a =e = Beta xr =1 
B, SE (21-2+AŸ) n=4P-q+ 6, lea (21+2-AŸ) 
8 M 1 1 
1=0 > (ro — xla) 4 + (5o — xita) 4, eut, =0 Yo => (W-4) Xo =3 


1=1 > (B, — xa) 4 + (7 — xla) A, + (6, — xi'a)A, +8,4 =0 y= 4-Żq+ n 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et C une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


Py S eo Oooo 0] Te E ooo aa 0AA 

B y à € 0 … 0 M M ie O a ën OA 

Q, B; V2 ô, Ez SE 0 Es x a 0 … 0 À, 
0 o P. 73 ô; & Ural. 0 Fa E pA 07,4: A — 

À 

0 eA 


(M-aC)}A=0(C'M-a1)A=0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice CM Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Développement en fonctions de Cosinus impairs (forme x=Cos{t)) 
A 1=+o 
glt) = (sin (OF X 4,,Cos((21+1)r) 
1=0 


@ A3 + (8, = r'a) Aaa F LG — xla) As KS (5, — ziel A Eu, =0 


` , 1 
5 er xr =1 


B=>(a-(@1-1+A)) y, =(21+1Ÿ -g+A 5, lea (21+3-47) 


f 1 1 1 
1=0 > (rs — xla) A, + (6s — xi'a) À +8,4; =0 Yo = SU +47 a-zkb-G-ATl X% =5 


1=1> (8, — x'a) A, DCH — xla) 4, + (6, — yř'a)A, +e, 4, =0 Êi => (-@+A)) 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et B une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


BA Au & 0 0] | ze H 0 It A 
B On à & 0 0 RS D x 0 0 4; 
o Pa n ë € 0 0 e x x o0 0 A 
0 o B y; ë €, 0|-al … 0 ls PA Em U … À, |=0 
se Au 
LO d A L d 


(M-aC)}A=0(C'M-a1)A=0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice CM Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Développement en fonctions de sinus pairs (forme x=Cos(t)) 


A ton 
glt)= (sin (9)? D°B,.,Sin((21+2)r) 
1=0 
GB, +( S — x'a) Ba +(, — xla) Bana DEI — x'a) Baa +E Bis =0 


= = = = 1 0 =] 
HET; Zi = Xi 772 Hi 


=> Baal MSA) SGEN AN, 5, lea (21+4+A)) 


1=0—(7,-x°a)B,+(5,-xi'a)B,+e,B=0 y, =(A-2Ÿ = 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et C une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


n S a H us 0 L E o noaa a OTB, 
An à a 0 … 0 M: xn 0 0 B, 
o Pa n Ô & 0 … 0 45 GE e 0 … 0 B; 
0 a, B y; Ô, e Dia, 0 de %3 pA O0 … B, |=0 
Ki RB. 
LO A L J 


S (M-aC)B es (C°M-a1)B=0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice C*M. Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Développement en fonctions de sinus impairs (forme x=Cos(t)) 


g()= (Sin? O Zem +1)z) 


of, + ( ` — rel, +(r, = xla) Baa DC — xj'a) BR. të as = 0 


q = + 1 
SE Etes xr =1 


B, SE (21-1-AŸ) y, =(21+1) -g+ A? -4A EEGEN 


0 (yo — xla) B, +(5,- xi'a)B,+8,B, =0 Yo = ia -1) —4a) & = 6a-G+A)) pue 


1=1—( ,— x'a) B, + — xla) B, + (6, — xř'a)B, + £,B, =0 Bı baal 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et B une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


De 66. es 0 di Né E 50 08. 
Dn à a 0 0 SE P 0 0 B, 

o Pi ë e 0 0 % xg x o0 0 B; 

0 a; B y; & ë 0|-a).… 0 %5 zl zl U … B, |=0 
Op Bara 
LO d L d 


(M-aC)}B=-0«(C'M-a1)B=0 
On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice CM Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 


valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Construction des solutions de l'équation des ondes sphéroïdales à partir des fonctions de Mathieu 


associées (forme x=Cos{t)) selon une récurrence à 5 termes 


Comme la liaison des solutions de l'équation de Mathieu associées : 


x = Cos(t) eil e Cos(2t) ent avec les solutions de l'équation des ondes 
in 


2 
2 
X 


sphéroïdales ` IECH) 2x ei ah el H Mai est la suivante: 
dx dx 1— 

I-i PEE alors les ondes sphéroïdales, ainsi que leurs dérivées première et 

seconde, s'écrivent : 


y(x) = ( — x? E g(ArcCos(x)) 
y' (x) = ch — x? já g'(ArcCos(x))+ LL — x? E g(ArcCos(x)) 


2+3 SC? 


y''(x)= D e E etes) 3 1—x° E g(ArcCos(x)) 


N | GA 


Développement direct des solutions périodiques de l'équation de Mathieu associée (forme 
x=Sin(t)), en fonctions sinusoidales 


On peut également rechercher des solutions périodiques de l'équation différentielle de Mathieu 


associée AE +2q Cos(2t) me d g(r)=0, en injectant directement des développements en 
Cos‘ (t 


fonctions sinusoïdales. Plus précisément sous les diverses formes suivantes, cela conduit à des 
récurrence à 5 termes : 


Développement en fonctions de Cosinus pairs (forme x=Sin(t)) 


g(t) = (Cos? (e) SS A,Cos(21 t) 


Aa + (8, E? r'a) A DCH eg ziel A, +(5, — x;'a) A2 + Er 3134 = O 


zZ PA | 
HSE TS AR Dr xr =1 

" ` an " ` 
Bı ; La (21-2+A) NEE TE EA ô, z0 +24 (21+2—A) 


1=0 > (7, — xla) A +(5,- xi'a)A, +8,4, =0 Yo = (W al Xo SÉ 


1=1—(8,-xi'a)A,+(7, - x°a) A, +(5, — xi'a)A, +8,4, =0 n= ET E 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et C une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


Gs ën Eo O Ke 0| | ze xo 0 ai Sr KE TA 

B On à & 0 … 0 He L æ 0 4 & D 4 

a, Ba hn Ô & 0 an 0 ei aw g o Ae ol 
0 a; B y; & €, Dräi, 0 E x pA 0.. 4 ist 

À 

L 0 -J L BI 


(M-aC)A=0(C'M-a1)A=0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice CM. Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Développement en fonctions de Cosinus impairs (forme x=Sin(t 
A LG 
g()= (Cos°(r)) 2 D A4,Cos((21+1)r) 
1=0 


Oil +(8, - x'a) Aa DICH — xla) Au + (5, - ziel Aaen + Erans =0 
z y 1 
ME eh = xr =1 


B, = (ea (21-1-AŸ) n =(21+1) -q+ -44A 5 =-+ 2q -(21+3+ AP) 


1=0 > (r, — zla) 4, +(6, — xi'a) A, +8,4; =0 Yo => (GA -1) -44) EA = (63-G+4)) Xo Ka 


1=1> (B xi'a) 4 el elle, -xiaj van par 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et B une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


BA Au & 0 0] Xo H 0 It A 
B On à & 0 0 RS D x 0 0 4; 
o Pa n ë € 0 0 e x x o0 0 A 
0 o B y; ë €, 0|-al … 0 ls PA Em U … À, |=0 
se Au 
A | Gas 


(M-aC)}A=0(C'M-a1)A=0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice CM Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Développement en fonctions de sinus pairs (forme x=Sin(t)) 


g(t)= (Cos? GI? EE +2)r) 


CB, + (8, = x'a) Ba + (7, = xla) Ba + (5, - x'a) Bt =0 


Tee al 
EE SES Ar Ai 2 x? =1 
1 2 2 2 1 2 
B, => (24-(21-A) ) y,=4G+1)Ÿ-g+A-44 56, = (24-(21+4+A) ) 


1=0—(7,-x°a)B8,+(5,-xi'a)B,+e,B=0 7, =(A-2Ÿ EE 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et C une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


n S dB H us 0 L E de 2 a OTB, 
An à a 0 … 0 M: xn 0 0 B, 
o Pa n Ô & 0 … 0 45 GE e 0 … 0 B; 
0 a, B y; Ô, e Dia, 0 de %3 pA O0 … B, |=0 
Ki RB. 
LO a] Lo 


S (M-aC)B es (C°M-a1)B=0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice C*M. Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Développement en fonctions de sinus impairs (forme x=Sin(t)) 


g(r)=(Cos? GIE ëm +1)z) 


ob, zl 17 xa) Ba + (7, = xla) By +(5, =. ziel Br FE Bins = 0 


q = a_l 
MEES T ES xr: =1 


B, (a (1-1-4) n =(21+1) -q+ o ba Giel 
x 1 1 1 
1=0 > (7, - xĉa)B, +(5,- xj'a)B, + £B; =0 Vo = H+A} Ôo = (4-(6-A)) xe SE 


1=1—(8,-xi'a)B+(y,-2a)B,+(6,-x;'a)B,+e,B,-0 £, =-+(a-0+4}) 


En introduisant M une matrice penta-diagonale et B une matrice tri-diagonale, le système 
d'équations linéaires devient le suivant : 


yo So UE g EE OK 
B On à aob Xi PA Xi 0 0 Kë 

Gë B hn s & 0n D. an x g o0 er 0l 8 

0 a; B y; Ô, €, Dräi, 0 Ee 43 Fän U … B, |=0 
de By 

0 el 


(M-aC)}B=-0«(C'M-a1)B=0 


On voit donc qu'il s'agit d'un problème de détermination des valeurs et de vecteurs propres de la 
matrice CM. Les coefficients du développement sont les vecteurs propres calculés à partir des 
valeurs propres déterminées par diagonalisation. 


Construction des solutions de l'équation des ondes sphéroïdales à partir des fonctions de Mathieu 


associées (forme Sin(t)) selon une récurrence à 5 termes 


Comme la liaison des solutions de l'équation de Mathieu associées : 


x= Sin(t) eil Cos(2r) ett avec les solutions de l'équation des ondes 
OS 


e 2 2 S 
sphéroïdales  (1-x?)Z y(x) rtl, enz zech- sc H tip est la suivante: 
dx dx 1— x 
GE alors les ondes sphéroïdales, ainsi que leurs dérivées première et 
y(x) = D — x?) 4 g(ArcSin(x))’ á 
seconde, s'écrivent : 
1 y? y 1 
oz d = + A =—— 
PRES q u 


y(x) = D x ya g(ArcSin(x)) 
y' (x) = D — x? ya g' (ArcSin(x))+ > D — x? E g(ArcSin(x)) 


AE € 


y'"'(x)= D — x2)4 g"(4reSin(x))+ 2x(1 — x? J= g'(ArcSin(x))+ à 1—x° Chase) 


Correspondance entre les valeurs caractéristiques des équations différentielles de Mathieu 
associées et des équations différentielles de Mathieu associées intermédiaires 


On a donc essentiellement 6 types d'équations différentielles reliées entre-elles, et pour chacun des 
deux groupes 2x4 solutions, notons les comme ceci : 


w''(t) +2A Cotan(t) wi (+ lag” (A,q)- 4° +2q Cos(2t)) w(t )= 0> ccei/\ L t ,q)= Fa q) Cos( (21 t) 


w(t) +2A Cotan(t) wi (t)+ (as, (A, q)- A +2q Cos(21)) w(t) =0 > Ce (t, q)= AA (q) Cos s((21 + 1) t) 


w"'(#)+2(1— A) Cotan(t) w(t)+ fac” (1 A, q)-(1- A} +24 Cos(21)) we) = 0 > ceci (t a)= D ER 
w (Q+ 201 À) Corali) w (+ asali Aa) Af +29 Cosa) le) =0 zent Drei F Ala) Coser (4 
Bo e(O) as,(a.g)-24 Coster) MAT (9 = 0 -> ceeste) (sn O) D Aila) Costa) 
sf as. (a9)-24 Coste) FET] eO =0 > cee alea) (S O S 43 (0) Coser) 
et. Aale: (= 0 > seh alia) (su (0) à È Bil) Siler +2)) 
e(a bsalasa)-24 Coster) MA Jel) = 0> cset (a) (su) E 83, O ser) 
EE 
w(D=2A Zelt) ee HEED 
wll 20 A) Tanl) w (t)+ (a3;"(1 Al AT -2qCos(21))n() = 0 sell. SA a) Cos(21 1) 
HE EECHER 
DE ebe Se A gl) = 0 => sees, (q) = (cos 9} X 4l) Cosl2r 1) 
ericlel ei. AA, ale 24 Cos(2r) Gd E 0 see (t,q)= (Cos? (e)) 2 FAO) )Cos((21 +1)1) 
etlech (= 0> sf, 2629) (Cos (0)? 83.4) Sr +2)) 
eO (bilas) +29 Coster) MA 9-0 se (a) (Cos Zi Ada 


Par ailleurs notons bien que pour les équations différentielles de Mathieu associées intermédiaires, 
je n'ai réussi à faire converger la récurrence à 4 termes que pour les valeurs de u demi-entières, 
donc pour des valeurs de À entières. 


Les formules de liaison de ces diverses valeurs caractéristiques sont les suivantes : 


as, (A,g)= a5;" (A4) 
KE (A, q) = azna (A,-q) 


x= Cos(t) g 
E (A, q) = a (1 = Aal 
Ka (A, q) = o H gës A,-q) 
dy (A, q)= a (A, -q) 

x= Sin() eet Wale 


EE q)= Kë (1- A,-q) 
bou (A, q) ES bin (A.-q) 


Construction des fonctions sphéroïdales radiales dans le cas énéral, non demi-entier et v demi- 


entier 


Le développement sous forme de fonctions de Bessel sphériques des solutions radiales de 
l'équation des ondes sphéroïdales : 


veel ` Shots" De >. (fut x) i=12,3,4 


Fonctions de Bessel Sphériques f£ D(x) fE =j,y, hO, h 
conduit à une récurrence similaire à celles des fonctions angulaires sous cette forme : 


Ar” pa ech (LS, (rt, (7° )+ Co, (0) ke {— 00,...,—1,...,0,1...,+00} 
o (V+u+2k-1)v+u+2k) 


A = Cv +4k-3Y2v +4k-1) 
SEE EN) 2,2 6 +24 XV +2k+1)+ a? 1 
(2v +4k—1)2v +44 +3) 
= (V-u+2k+1v-u+2k+2) 
` (2v+4k+3X2v+4k+5) 
1 1 1 1 


Pôles possibles sur ; : 3 
2v+4k-—-3 2Vv+4k-1 2v+4k+3 2v+4k+5 


Cette récurrence présente également des pôles pour les valeurs de v demi-entières. Aussi il est 
également nécessaire d'envisager une autre forme de construction des fonctions sphéroïdales. 


Exprimons par exemple la fonction sphéroïdale radiale de première espèce : 


2 k=+o 


Stiet). E Sobral 


sat x) 8 


H 
J (x) = E RE E E? rA) Ga 
ES 2 2 


D'une manière tout aussi similaire à la construction des solutions radiales de l'équation de Mathieu 
modifiées, il est envisageable d'introduire l'équation différentielle des fonctions associées de 
Mathieu modifiées. Pour cela il suffit d'introduire ce que j'appellerais la forme de Liouville 


« hyperbolique » de l'équation différentielle sphéroïdale. Elle est obtenue avec le changement de 
variable x=Cosh(t) : 


d’ d S 
EE 2 CA dk 


po =0 x= Cosh(t) 
y(x) = (Sink (E)E w(0 = (Cosh? (t)-1) = we) 


> 4 A = 5+ u q = — > w''(t)+ 2A Cotanh(t) wi (t)- (a — N —2q Cosh(2t)) w(t) =0 


2 2 
D 2 y 1 
Zi =D+—+— 
RAS 2 ‘4 


a=@+ A + 
Une forme équivalente est obtenue avec y=i Sinh(t) : 


(i a) E n il | Ç A2 ii 1 Jl x = i Sinh(t) 


(x) = (Cosh? (£) wle) = (Sinh? (e)+ 1 = we) 
= ASE + q=—-— — w" (t)+2A Tanh(t)w'(t)- la- À +2q Cosh(2t))w(t)=0 
Z d 


a=0+% +- 
2 4 


En transcrivant le procédé de l'article de 1923 de E.L.Ince, « Associated Mathieu Functions a le 
point de départ est la forme de Liouville « hyperbolique » suivante : 


x= Cosh(t) 
el (Sin? (9) Sall gl) = (Cosh°()-1)° wir E 
ge e s eil -24 Cosh(21)+ GK Je o 
iz oti 

Une forme équivalente est obtenue avec y=i Sinh(t) : 
x=i Sinh(t) 
v(a) = (Cos O) et gl) = (Sinh (e) +1}? wer) SR 
e > g" ()-(a-24 Cosni)- Ze Uu: o 
E= wie, 


Si l'on doit se référer aux équations différentielles de Mathieu associées, avec leur forme 
intermédiaires : 


Kg 


want +2A Cotan(t) wi (t)+ (a — AT —-2q Cos(2r)) w(t) =0 
w''(t)— 2A Tan(t) w'(t)+ (a — N +2q Cos(2r)) w(t) =0 


g"'(e)+ , —2q Cos(2s)- AG d ES 


Sin? (t) 


g''(e)+ , —2q Cos(2s)- AA Si SEN 


Cos’ (t) 


On voit qu'il suffit d'effectuer la transformation t->i t, pour obtenir les équation différentielles de 
Mathieu associées modifiées. 


Aussi une telle construction est donc en théorie possible avec toutes les formes de développement 
en sinus hyperbolique, par exemple : 


x= Cos(t) x= Cosh(t) 
g''()+ Ç — 2q Cos(2t)— ay =0 EN (OË Ç — 2q Cosh(2t)+ MAR) =0 
ge) = (Sin (OF ES A,,Cos(21 t) ge) = (Sin (OF = A,,Cosh(21 t) 


gle) = (Sin (OF > AnCos((2i+1)r) ` Lett -— (Sinn (0) > EE HEH 
ge) = (Sin (O? > BnSin((2i +1)r) g(t) = (Sink? (OJ? 2 B, Sinh((21 A (ei 


gle) = (Sin? (O? SS e, Sin((21+2)t)  |g()=(Sinn?(r))* > B.,.-Sinh((21 +2)r) 


x= Sin(t) A zf Sinh(t) 
NO ER (a — 2q Cos(2t) aay] g(t) =0 g'(t)— (a — 2q Cosh(2t) 2 g(t) =0 
ge) = (CoP (OF > A,,Cos(21 t) ge) = (Cos (OF SS A,,Cosh(21 t) 


— 


g) = (Cos A? D Aru Cos (2 +1)z) 


get) = (Cos O° EE +1)z) 


gle) = (Cos (F SC Ba Sin((21+1)£) gle) = (Cos (OF ES o. Sinh((21+1)r6) 
g(t) = (Cos (O)? 2 Bao Sin((21+2)t) gle) = (Cosh (N? > B, Sinh((21+2)t) 


Le gros inconvénient de ces constructions c'est qu'elles ne convergent pas rapidement, voir pas du 
tout au delà d'un certain rayon de convergence. 


La question que l'on se pose immédiatement : existe-t-il une autre forme de construction pour les 
fonctions de Mathieu associées modifiées dont la convergence serait plus rapide. Je pense 


notamment à des constructions comme celles des fonctions de Mathieu modifiées à l'aide de 
fonctions de Bessel. 


Commençons par l'équation "'"(t)+2A Cotanh(t) w'(t)— (a— À -2q Cosh(2t))w{t)=0 et écrivons sa 


version algébrique à l'aide du changement de variable dg Cosh(t ) il vient : 
(£2-4q)w"(£)+(1+2A)E w'(8)+(E7 + À -a-2q)w(£)=0 
La forme « asymptotique de cette «équation différentielle est la suivante : 
En" (E)+(1+2A)E wich (6? +4? —a-29)n(€)= 0 


Avec le changement de fonction : wël: EVE), il vient : 


cl 29 ef BL steil e a—2q el EE 


Cette équation a pour solution asymptotique en € grand : 


E" v (E)+ é v(E)+ (65 -a-2q)E)=0 > E)= J (€) 
On peut donc proposer de construire une solution de l'équation : 
w''(1)+2A Cotanh(t) w'(t)— (a — N -2q Cosh(2r)) w()= 0 


Sous la forme d'une série : (= Ski  %()=(Cosa())"J (2/4 Cosh) 


Comme les fonctions Y(£) sont solutions de l'équation différentielle : 
EM (E)+(1+24)8 Y ' (E) E + A leg 
Et que la forme algébrique de l'équation différentielle des fonctions w est la suivante : 
Ew,ë}= (€? —-4g)w"(e)+(1+2A)€ w(E)+ (67 +A -a-29)w(£)= 0 
Il vient : 


E{w,£}=0= Ze -4q) Y," (&)+(1+24A)6 Y'(&)+(£° +A -a -2q)Y,(£))=0 


Or E? Ya (E)= -0+ Aal PE- E+N -PES Dr -a-2a)r(E)=49 Zr" E) 


Or l'expression * "éi peut être « linéarisée» à l'aide de ses proches voisins : Y- EE J 
dont voici l'expression : 


SCH a d a 


B, (CS Zi ZA Elei Ye (E)+ BY (E)+ An ei 


C, taa 14 2 
4 / +1 


Il vient donc finalement la loi de récurrence à trois termes lorsque l'on annule chaque terme WE 
dans la sommation : 


((—-2+A)7-1+A) ~en) À U+2-AX+1-A), zô 


H P2 
Gen ` Ze (a DEET G+2X1+1) 


Cette récurrence redonne bien la récurrence du développement des fonctions de Mathieu modifiées 


ADS > yJ (2Va Cosh(t) 


lorsque A=0, de la forme : , qui est celle des fonctions de Mathieu (à un 


.2 Se 
changement de signe près) : 1 iz" Eed TE Ss 


Il me semble dans ces conditions que nous nageons dans le bonheur, mais tout s'effondre en réalité 
car le premier terme du développement hélas ne respecte pas la règle de « linéarisation » : en effet 
cette expressions n'est pas définie pour l=0 et 1-1. Cela se concrétise également par l'apparition 
dans la récurrence à trois termes de pôles justement pour l=-1, 1=1,1=-2 et l=2. (Une récurrence de 
forme similaire est étudiée dans l'article de 1950 de R. Campbell « CONTRIBUTION A L'ÉTUDE DES 
SOLUTIONS DE L'ÉQUATION DE MATHIEU ASSOCIÉE », pages 214 et suivantes, mais elle s'avère 
justement fausse de part une petite erreur de calcul, mais aussi pour avoir négligé de tester 
l'application de cette récurrence au premiers termes du développement). 


Reprenons ainsi le premier terme du développement LO par exemple : 


el A) AE Enea E or OLEE) 


Ss A(A +1) 


P(E)= EE) KAN (E)=-E (E) + 2AE E J (E)= 8 A 2A) z 


UE 


2 2A y (E) 1+2A 


A(A +1) 
= 


»,(£)+ Lë) 


En injectant ce premier terme dans l'équation différentielle, il vient : 


HO) Huel 


Lu Select al -= 


AA + ns 
Ei 


< rell +44) Y (E)+ 240 +24): (E)) = 7,49 ~= Ké 


Si maintenant on introduit l'équation inhomogène suivante : 


rf nnee,- e lag 
ZOR Erne) WE) 


Elo, Elle" -4g)#"'(E)+(1+2A)€ të (E +A a -2q)HE)=-7,4q ET A(A +1) 


e HE) 


> Efi, e]=0 > (E —äel rte Aal PEE +A a Sale) 0 


Est-il possible de construire un développement effectif de la solution de l'équation différentielle de 
Mathieu associée modifiée intermédiaire ? Pour cela pouvons-nous construire simplement une 
solution particulière de l'équation inhomogène : 


ag AA +1) +1) 


e M) 


Le" 4q) W (E)+ (1 +24) E WE) (€? + A -a-2q) WE) = -y 


A ce stade je n'ai pas trouvé de solution particulière à cette équation inhomogène. 


LS) 


Le fait d'aboutir à une impasse pour la construction des solutions de la forme 
w(t)= a D 2": Bd Va Cosh(t)) pour les solutions périodiques est somme toute normale, car 


ce sont en réalité les solutions radiales de l'équation des ondes sphéroïdales. Pour cela reprenons 
une non nécessairement périodique pour l'équation de Mathieu associée modifiée : 


WP, 1)= Saal, Cono) 
Cos TT) — , elle suit la récurrence suivante : 
(5 +21-2+AX5+2/-1+A) o 2 A(A—1) (5 +2/+2-AX5+27+1—A) 
= = m+|a Lu H 21) 2q -= z H 1+1 
© +2127 +21—1) (5 +27) —1 (5° +21+2Y7 +21+1) 
2 72 
S KE ty q= aps ganET pe ` 

Selon la valeur des paramètres : 2 4 2 2 4, cette récurrence 


s'écrit : 4711 + Lë, ln + Cri = 0. avec les valeurs des coefficients : 


o v+ u+21—1)\(v + u+21) 


À, = 
: (2v +417-—3)X2v +41 —1) 
i i 2: 
=(v+2/)v+1+2/)-2y re 
(2v +41-1Y2v +41 +3) 
e UE 1Xv-—u+21+2) 
d (2v +41 +3\2v +41 +5) 


C'est bien la même récurrence obtenue pour la construction des fonctions d'ondes sphéroïdales 
radiales, et de plus le développement s'écrit effectivement de manière similaire. 


x= Cosh(t) 7 =2/q =v 


1 1=+00 


(Cosh? (t)- 1)? sO” (x,y?) > ri Jo Jq Cosh(t)}< w(t) 


Cosh^ (t) A VE V+21 


lee E Ho Ja Cosh(r)) 


Il n'y a donc rien d'étonnant à ce que la récurrence ne marche pas pour les cas Y emile" puisque 
pour les fonctions sphéroïdales radiales la récurrence n'est pas définie pour v demi-entier. 


Conclusion : on peut effectivement construire des solutions non periodiques de l'équation de 
Í Go 2 KARENS wll Co: IÈ Jrea a Cosh) | 
Mathieu associée modifiée intermédiaire de la forme lee 
la seule condition que Ÿ ne soit pas un entier. Mais cela n'est pas vraiment un SC 
supplémentaire puisque il s'agit de fonctions apparentées aux fonctions sphéroïdales radiales. 


Par contre lorsque ¥ est entier, ce qui correspond à des solutions périodiques pour v demi- 
1 ton 
vlt) = — n Sy, (214 Coshle)) 
entier, la construction de sous forme de ce développement Cosh^ (t) 
n'est pas possible. 


Développement des fonctions sphéroïdales angulaires régulières autour de x=0 


Dans les ouvrages de J.Meixner.FEWSchafke « Sphaeroid funktionen a page 238 et suivantes, 
section 3.24 formules (4) et (6) et de F . M. Arscott . 1. N . Sneddon . M. Stark . S . Ulam e Periodic 
Differential Equations , Spheroidal Wave Equation a page 166 et suivantes, section 8.2 « Solutions 
valid near z=0 » formules (2), (3a) et (3b), sont proposés soit un développement autour de x=0 sous 
forme paire ou impaire : 


y*(x, y? )= D 8 LES di” (7° )x2 
CO 
u +00 


yxy? )= (1 -x2 S dr" Ge) 
CO 


xe |- 1,1] 


Et l'on obtient les relations de récurrence suivantes sur les coefficients : 


adti) +40? )- Bihlair) ciatu) =0 ke äi) 


A =" 4; =-7° 
B} =(u+2k\(u+2k+1) B7 =(u+2k+1\u+2k+2) 
= (2k+1)(2k +2) C; =(24+2Y24 +3) 
Adi (2 )+ (Bz -a0 ai" (2 )+cidi#()=0  ke{0,1...,+0} 
A4 =r? A =r 
B} =(u+2k\u+2k+1)-7° B; =(u+2k+1Xu+2k+2)-7° 
= —(24+1)(24 +2) C} =-(2k +2)\(2k +3) 


Départ derécurrence dł” (7° ) = 0 
Soit un développement exprimé sous la forme générale suivante et dont la récurrence se présente 
ainsi : 


xep] per) FD ari) 


k=0 


Ad}#,(°)+(72+2(2)-8,M;(7°)+cdf.(°)=0 kef{o,1,.,+} 


A =-7° 
B, =(u+kXu+k+1) 
=(x+1X4x+2) 
adto) (B, -40> jat 0) Cdt )=0 Een cl 
A, = y’ 
<> 


B, =(u H ku H k+1) y? 
C, =-—(k+1)(k +2) 


Départ derécurrence df ( â ) =0 


Les valeurs propres peuvent être indicées par leur rang dans la série de valeurs propres ordonnées 


lors de la diagonalisation de la matrice de la récurrence. On peut noter : ah J 2,7 (=) avec n 
prenant les valeurs 1,2... Par l'application de l'algorithme de Bouwkamp à ces récurrences à trois 
termes on obtient les mêmes valeurs propres que celles obtenues avec le développement en 
fonction de Legendre, avec la correspondance suivante : 


n=1,2,... i Ta Aizal S 


27° )= 2201) 


Développement des fonctions sphéroïdales angulaires régulière autour de x=c 


Dans les ouvrages de F . M. Arscott . 1. N . Sneddon . M . Stark. S . Ulam « Periodic Differential 
Equations , Spheroidal Wave Equation » page 172 et suivantes, section 8.2 « Solutions valid near 
z=c » formules (2) et (3), et de J.Meixner.F.W.Schafke « Sphaeroid funktionen » page 260 et 
suivantes, section 3.41, « Laurent-Entwicklungen um z=c», 3.411 « Bezeichnungen. 
Rekursionformel » formules (2) et (8) est proposé un développement autour de x=% sous la forme 
d'une série de Laurent : 


+0 


xelo] yr )=Ẹ -ipet E aing) bai AË Z dier? 


Lon IS 


k nech (y? +A(°)- B,)d!,(y 2)+ C dt (y dÉ d k € = ©... —1,0,1,..., +00} 


B, =(v+2k\v+2k+1) 
=(v u+2k4 IO u+2k+2) 
Ad, ,(7°)+(8,-2(°))d4(2)+cdf.,(7°)=0  kef-00,..,-1,0,1,..,+00} 
A, = y? 
B, =(v+2k)\v+2k=+1)-7° 
C, =-(v-u+2k+1)(v-u+2k+2) 


Les valeurs propres sont ordonnées par valeur dans la série obtenue lors de la diagonalisation de la 


matrices de la récurrence. On peut noter : Kä (2). Pour repérer le rang de la valeur propre il suffit 
de calculer l'indice k correspondant à la valeur propre lorsque y=0, soit A=v(v+1). Par l'application 
de l'algorithme de Bouwkamp à cette récurrence à trois termes on obtient la même valeur propre 
que celle obtenue avec le développement en fonction de Legendre, avec la correspondance 


suivante : 2" (°)= À Gi 


Développement des fonctions sphéroïdales anqgulaires régulières en puissance de Le" 


Dans l'ouvrage de Carson Flammer «Spheroidal Wave Functions » page 22 et suivantes, section 3.2 
formules (3.2.7.a) et (3.2.7.b) est proposé un développement en puissance de 1-x° sous forme 
paire ou impaire : 


e[-11] Se 


En injectant ces développement dans l'équation sphéroïdale de départ, on obtient les relations de 
récurrence suivantes sur les coefficients : 


Adi )+ (Bè -al iQ} cid()=0 ` reit) 


A=-Y A=-Y 
=(u+2k\u+2k+1) B; =(u+2k+1X{u+2k+2) 
Ci =-4(k+1Xk+1+u) C} =—4(k +1)(k+1+ u) 


Départ derécurrence  d°" ( 5 ) =0 


Développement des fonctions sphéroïdales radiales allongées régulières en puissance de x 


Si l'on propose pour la fonction radiale développement en puissance de x” —1 sous forme paire ou 
impaire : 


xel[i,| 


En injectant ces développement dans l'équation sphéroïdale de départ, on obtient les relations de 
récurrence suivantes sur les coefficients : 


atatt) (B: -a0 haze) cédé: (2)=0 ke {01...00} 


SE ERT e 
B} =(u+2k\u+2k+1) B; =(u+2k+1K{u+2k+2) 
Ci =4(k+1)\(k+1+ u) C} =4(k+1\k+1+ u) 


Départ derécurrence dł” ( S ) = 0 


Développement des fonctions sphéroïdales radiales aplaties régulières en puissance de Ir x? 


Si l'on propose pour la fonction radiale aplatie développement en puissance de 1+x° sous forme 
paire ou impaire : 


v'(x7°)= DES dick ect 
k=0 
Di +00 


y (r°)= (+ Schill 


xel[i,| 


En injectant ces développement dans l'équation sphéroïdale radiale aplatie de départ: 


(+x) y" (x)+ 2x »'(x) (a (ÉTAT 6-0 


on obtient les relations de récurrence suivantes sur les coefficients : 


azaz“) (Bt -al di" (7° )+ciai#()=0 Een. cl 


A =r 4 =r 
B} =(u+2k\u+2k+1) B; =(u+2k+1(u+2k+2) 
C} =—4(k +1 k+1+ u) C} =—4(k +1)(k+1+ u) 


Départ derécurrence ` dc" ( 2 ) = 0 


Développement alternatif des fonctions sphéroïdales radiales ou angulaires en fonctions de Bessel 
et en fonctions de Legendre associées (fonctions de Ferrer) 


Il est également possible de développer les solutions radiales de l'équation des ondes sphéroïdales 
avec les séries suivantes des fonctions de Bessel : 


wll Le 1) 4 Da, J Jan V1) SE Dela 


(ees? 
fl ale 2 Ki E ee d Ne] D 0 VX Sai 
k=—co x? es km 


avec ay = a,v, u,y?,4) b, =b,(v,u,7°,À) 


elt, ol 


Pour cela il suffit d'injecter les deux formes respectivement dans l'équation des ondes sphéroïdales, 
mais en ayant soin de transformer cette équation à l'aide des différents changements de variable 
suivants : 


(x?) y" (x) 2x v(a H ya x?) LÉ o=o 


ee (er) Oo nt )ro| a+r PE) = 0 
wiel Dk chte wi { Auer ete) TOËC 


Ar? 


tayi- 


Sich E Ce eil: “Je (Of | Ain PE «0-0 
P 
0-2- erro- 2) vof jy LR: 


Ar? 


A partir de ces deux transformations, on injecte le développement de la fonction w(t) en fonction 
de Bessel J, et l'on utilise les relations suivantes qui permettent de linéariser le développement à 
ces plus proches voisins, à savoir : 


PJ a" = = Ja Dk -2k ufale 
mn —2+2k+v (t) Jorav (t) ñ DEET (z) 
(t)= i 
Joss 2 A 
Toys (e) Se 2+2k+v (£) Dr (t) DENT (£) 
D EIERE SEIN 2 Ckv +I2k+v—1) 4 (2k +v) 2k+v +1) 
Toys (2) Kéi DENT D SE DES LG) BEEN (t) 
t A(2k+v-1) 2(2k+v+1X2k+v-1) 4(2k+v=+1) 


En injectant le même développement dans la première équation différentielle et par l'annulation 
du terme 7 nh) on parvient à la récurrence à 3 termes suivantes : 


4? 


ui: Eat +7 rer aer AE) 6 


a (2v -2u +4k-3\2v +2u+4k-3) 


a (2v -2u +4k+3)2v +2u+4k+3) 


2 L L L 
aof DEE 1 Au? -1+4(v+2k-1\v GT, 
A 


8(v+24-1{v+2k+1) 


16(v+24-1{v +2k-2) 16(v+2k+1{v+24+2) 


dry 


=0 


En injectant le même développement dans la seconde équation différentielle et par l'annulation du 
terme 7 mu), on parvient à la récurrence à 3 termes suivantes : 


Me Ën O earo o ae e Me 


o (2v -2u +4k -12v +2u+4k-1) 2 1 ad Sa 1v +2k+1) o (2v -2u +4k+1(2v +2u+4k +1) 
b,,+|-A+(v+2k) b, - p1 =0 
16(v+2k-1\v +2k-2) 4 8(v+2k-1v+2k+1) 16(v+2k+1)v +24+2) 


Effectuons le changement de paramètre suivant :, el et l'on obtient pour les deux 
2 


développements : 


Bu u 2k LP + u+ 2k De à (+AT +2k+1)-27 2 (9 +24) +2k+1)+ u’ - A a, +p Êrat2+2)+ut2k +2) Se 
D +4k -127 +4k -3) D +4k- SE D +4k +327 +4k +5) 

à (-u+2k\9 +u+2k) i) op EHAN 2k+1)+ u’ -1 PAN 0 DEEL EES RB 

(27 +4k -127 +4k-3) dE 27 +4k +3) VT Orak kaS) 


b, + G +24) +2k 


Ces deux récurrences peuvent donc être rapprochées de la récurrence obtenue pour la fonction 
sphéroïdale radiale à l'aide des fonctions de Bessel sphériques : 


2 +2 


xe [l+] erkachl- AT KSE (y x) 


k=-0 


> e A o D 
IGruräk-UGru: TE (+P +24 41) gy? C EENE + 2k +1)+ u Aa D ve nä ut) Lo 
(20 +4k -327 +4k —1) (20 +4k -120 +4k +3) ; (20 +4k +327 +4k+5) ” 


f(k-1) Du ÿ+u+2k f(k+1) 1 D -u+2k+1 
En effet en supposant Jo lr, SU) F-u+2k-1 f(k) "eil +u+2k+2 
ball glk-1)_ ~ V+u+2k-1 g(k+1) 1 ÿ-u+2k+2 
k Vk EST _ 2 == A 
al Ge E elk) St F+u+2k+l 


Alors on obtient la même récurrence que pour le développement avec les fonctions de Bessel 
sphériques. Cela a pour immédiate conséquence que les valeurs propres À admissibles sont bien les 
mêmes et c'est tant mieux, sinon cela aurait été inquiétant. 


Voyons maintenant si l'on peut relier les fonction f(k) et g(k) avec des valeurs connues de la 
fonction associée de Legendre (fonction de Ferrer en l'occurrence) notamment pour l'argument 0. 
Commençons par la fonction f(k) : 


wor PE DD 
r| Z rt rÆ -g1 -4 +k 
S 2 2 
1-u-v u-v 
T kirli -k 
EE OH 2 ) | 2 ) __V+u+2k+1 
H 


Peel l F V+ut2k ` Ei (0) z 
k)= k) =P; (0 
+2k+2 F(k+1) ( ) D-u+2k-1 Säin ) => f( ) ER ) 


E (0) v- 
Vi 


E H 
Eat ) +u 


Qu'en est-il de la fonction g(k) : 


il (vPe()-(uv)Pr Ale PO) = (uv) (022 uv) A7 
DË l-u+v 
TIEK 
r 
Pe p '(0)=2 0 u+ 2k) = Jr = > E 2 aw H 2k+2 
rfi DEA NA? D Pe (0) V-u+2k+1 
2 2 


Dec Le 
E "(0) v 


De plus les deux récurrences sont également tout à fait valables en changeant le signe de u. Donc à 
ce stade on peut donc affirmer que les cinq développements suivants sont tous solutions de 
l'équation des ondes sphéroïdales : 


E 


=0 


(27 +4k +320 +4k+5) 


vu 72 2 T j vu 
2(F+u+2k- WE, Je aa 2 (+249 +2k+1)+ u -1 do Au u 2k +1 u+2k+2) y 


(DC +4k -320 +4k -1) D +4k UD +4k +3) 


ail A Sëch y x) 
ee 


y(x)= A SCH nor 1) 


k=-0 


xe [l+] j- Šri fo H Bësch 0) har a A 
= De ra Pre DL Li =) 
x deii La 
EN Tia Prize" Dt De x? =) 
x lé 


D'autre part on sait que les coefficients r de la récurrence sont liés aux coefficients de la récurrence 
du développement des fonctions angulaires, à savoir: ,"(,2)=a;"(,2), l'expression du 
développement en fonctions de Ferrer (associées de Legendre sur [-1,+1]) de la fonction angulaire 
de première espèce étant de la forme : 


ZE Lu pst(x,»°)= S (1) 2, (72 )P4,, (x) A kdi k- Leck, (7° Jat, Q 2)+ Gd Dr? )= 


k=—0o 
o v- u+2k-1\v-u+2k) 
(2v +4k -32v + 4k —1) 

2 V +2k)(v +2k+1)+ u? —1 
(2v +4k -12v +4k +3) 
>(+u+2k+1{v+u+2k+2) 

É (2v +4k+32v +4k+5) 


A=- 


B, =(v+2k\v +2k+1)-2y 


C, = 


On écrira donc les 6 développements précédents sous la forme : 


d 
2 42 


ail SI ail 


=-0 


+00 


1 S D 

(x)= n - à) dt jo (y x) 
X k=-00 

j- Ža! k P (0) Jir? he1] 


x e [l,+0] k 
ee SE e vx? - 1) 
x 


ME d, RA 0) jur L x 1) 
x DES) È 


X 


De Èa ei Prize 0) jur L E 1) 


Il est également possible de construire des développements à l'aide des fonctions de Bessel 


sphériques sJ I), Comme suit : 
+1)2 2 
xefl+] DÉI BE E Za at y (x+1) ) ou y(x (= SE Zu at -1)) 


Pour cela il suffit d'abord de transformer l'équation différentielle des ondes sphéroïdales : 


(0-1) -2x va) 2+7 x?) SËCH 


-re-det senlai 


ere) tr Or DO EE Hal ln 


ies cher zt ziel 24-27) CE SE yov 


IO=t 7 (27) En) de 27) w EEN uwo EE EE 1024) DE 


A partir de ces deux transformations, on injecte le développement de la fonction w(t) en fonction 
de Bessel J, et l'on utilise les relations suivantes qui permettent de linéariser le développement à 
ces plus proches voisins, à savoir : 


ev (E) = Jan (lk — (x Ton TAn (£) 
Jy E ae eh) Ee 
du - 


t Sek "tel = + SR (lu (k Ty in ol (k +v + Lis (£) 


Jort) _ Jus), Jien) 
t 2(k+v) 2(k+v) 


Et l'on obtient deux récurrences à trois termes : 


a E 


y (x+1)) 


J 
= Dar v,k verk 


(2v +24 +1(2v +24+2u+1) 


, 12k 1Xv+24-2u U. 4 ES be — 
Av +k-1) 2 2 Au +k+1) 
(2) = Dr, Sch -1)) 
(2v +2k+1(2v +24+2u+1) si 


Au kA 


rz gt 2u WÉI 


k+l 


Au zt 


Effectuons le changement de paramètre suivont `, ce. L et l'on obtient pour les deux 
2 


développements : 


1 E +00 
DEER GE 


x-1 
+k +k- u) 
2V +2k-1 


"tal: Eu 


Z Le 


AN A 


CS dit liest +k+1)- À)a, +2y 


(+441 +k+u+1) 
20 +2k+3 


=0 


k+l 


2V +2k-1 


5 CIS. E Di 2, PEN ++ u+) Lag 


2V +2k+3 


D . A t (Ya ; CES y 
Dans ces conditions il est clair que : bt =C) Tu. Aussi peut-on écrire également les développements 
suivants comme solutions radiales de l'équation des ondes sphéroïdales : 


ne 


1 
"cl: Së 24 fou (y (+1) 
I Hs 
_1N3 42 
y(x)= a in (x-1) 
k=-0 
+1 -$ +0 
y(x)= = Ze Ge y (x+1)) 
=l FRS -u ; 
y(x)= a X- ajal 1) 
k=—0 
y EE s.t +k+1)-4) 


ağ, +2y 


@+k+I+k+u+l) , 


DE 
20 +2k+3 SCH 


Les deux développements précédents sont un cas particulier du développement possible suivant : 


D 


xel,+o] y(x)= (x +1)x 1) 1) If a Na al oa ((x+1{x- 1)) Ets iF aiall -a)) avec dE 


Pour cela il suffit d'abord de transformer l'équation différentielle des ondes sphéroïdales comme 
suit : 


D clatl-2 vil + fl | cl 


—A-aletkatuk-Meieëtae di tea )- paia 


ce 


= (erlaria -E> Voice E geseet e Auer SE, Kell 


2t IR 


A partir de cette transformations, on injecte le développement de la fonction w(t) en fonction de 
Bessel J, et l'on utilise les relations suivantes qui permettent de « linéariser » le développement à 
ces plus proches voisins, à savoir : 


PJI a" O= Ja O- Uu, E) 
5 N '(t)= J rav- ch) ch) J, "(e= ch) ec) i His se) 


A 


t J, vs "(z)= = —t Res (t)+ (k Ey bre Ar) (k PYE Lu +v+1 Së 


Jr (z) = J kav- (£) } Joss (£) => J piyi (z) Jy +v O k AAO] Joss (z) Së Jrav-2 (£) } Ji (£) 

t 2(k+v) 2(k+v) t EeNNN 2(k+v+1) t 2(k+v—1) 2(k+v-—1) 
Jess (2) = Joss 2 (z) Jy +v (£) k Jaava Ca 

t? DIESEM 2(k+v—1{k+v+1) 4(k+v)(k+v+1) 


Et l'on obtient une récurrence à cinq termes : 


D 


y(x)= (eis 1) a(x Yi San val -a)) 
p vulä +2 2u -1v +2k-2u WM …. (2v+2k-1\v+2k-2u-1) 


TIGRE OUT) LE DS 
(l k4 | 


2 
k te Del +44 i Iv +k ) À |a, + 
2 SE Iv +k+1) 
(2v +24 +1)2v +24+2u+1 
4(v+k+1) 


dy + 


= 


< 


jery Iv +2k+2u+3) 
l6(v+k+1\v+k+2) 


lia L DN a2 =0 


Effectuons le changement de paramètre suivant `, —ọ 1 et l'on obtient pour ce développement 
2 


Ate) (EN-E Ea)" D atijo Leer 
Les? 
EE + Roi: + LC ES aat, Tr Dai ra Ss Da = 0 
P zle? LE 
j (27 +2k-—3)(20 +2k-—1) 


la récurrence à 5 termes suivantes ` Ja -2a y D "Et +k-u) 
2V +2k—1 


VE 


— LC tr EG +k=+1)+27?° la? 
Cr =(P Kl 277 (@ (20 +2k-1(27 +24 +3) 


Gite +k+u+1) 
2V +2k+3 
"lo? US BEZE ETIKETT EEN 
(20 +2k +320 +24+5) 


D, =2&y 


Er 


Cette récurrence devient une récurrence à trois termes pour les valeurs suivantes de a=0,1 et -1, 
trois valeurs pour lesquels j'ai déjà donné les développements précédemment. 


Une autre développement consiste à proposer un produit de fonction de associée (ici une 
fonction de Ferrer) et de fonction de Bessel sphérique : < [+o] ` vis Er ai, AE | iQ x) En 


injectant ce développement dans l'équation différentielle des ondes SR et en tirant partie 
des relations suivantes : 


be xp (2) -x Ju einen Sie (D) 


x? —1 


jo" x)= 227% es Or x)+ (+ Xe +0 +1) x) Jus (y x) 
g (r xy 


E DA 2 1 EEN 1 
AO Eee Can ar DE 217 E) 


jı TD x)= Gre x) (2k +20 ET E x) 


2(2k+20 +1) SC 
Di 1 der 1 Së 1 
LAE 2k20 +1 (k++ u)PE Gabi LEE u)P£ kepa EE 
Jas x) | y 


Fii 2k+20+1 ra x)+ jrak x)) 


On parvient à la récurrence à trois termes suivantes, que l'on a déjà rencontré auparavant : 


= È aeea jata 


PrEP +k- u) ? It +k+u+l) o 
2 ERT EE EE Ale, 2y EI Fan © 0 


En ce qui concerne un WEE Se Seet solution angulaire en fonctions associées de 


Legendre : Lu!  »(x)= e" Er EC CN fal 


En injectant cette forme dans l'équation différentielle des ondes sphéroïdales, on obtient comme 


fé) 3 TEE Ada 


équation intermédiaire : 


d er"wlah-zhett-2hatoch Maio: tiay+y le A #5 w(t)=0 


Toujours en utilisant les relations suivantes : 


Ai 


TORNE (eer +)-# 


V+k 


Gd (TK 
(1- cp BS Gi 2k27 le FU + 1X4 + v F + u) PE ()- Lea LEM +1-u)P SON 
(PA (k HÝ + u)P# FIR- ()+(k +7 +1- u) PaO) 


+2V +1 


pe Q- ta + ee GER Jl, C(x+7)x+7+1)-1-2u°)P Put), (k+ -— u+1k +0- u +2)P (t) 


(2k+27-1\2k+20 +1) (2k+27-1(2k+20+3) (2k+27+1(2k+27 +3) 


et l'on obtient pour ce développement là encore la récurrence à 5 termes suivantes : 


k=+o0 
xef-11] ` tal ei" S itat, PA, (x) 
== 
Aen + Bay à ck LC = aat, KR Den D De = 0 
z(a? 1) ©- u+k-1(F¥-u+k) 
(20 +2k -320 +2k-—1) 
© +K +k- u) 
2V +2k-—l1 


A 


k 


B,=2a7y 


© +k +4 +1)+ u’ 1 


C, =(F ER +4+1)+272 la? Dre) 


5 BEE +k + u +1) 
S 27 +2k+3 
Fes ee pere) 
(20 +2k+3)(27 +24+5) 


On obtient le même résultat avec le développement : Lu  »(x)= eners S rat, Pe (x) 


Toutes ces formules sont clairement à relier aux formules que l'on trouve originellement chez 
J.Meixner et FEWSchafke ( récurrence (6) section 3.82 page 307, formule (8), récurrence (11) 
section 3.82 page 308, formules (15) et (16), section 3.82 page 309, Sphaeroid funktionen, en 
allemand) ainsi que dans une article plus récent de 2002 de A.L.VAN BUREN et J.E.BOISVERT, 
« ACCURATE CALCULATION OF PROLATE SPHEROIDAL RADIAL FUNCTIONS OF THE FIRST KIND AND 
THEIR FIRST DERIVATIVES » (formule 9 et 10 pages 594 et 595), indépendamment du contexte 
strictement restreint à la normalisation des fonctions sphéroïdales radiales ou angulaires. 


Une formule générale de J.Meixner et EWSchafke pour le produit des fonctions sphéroïdales 
radiales et angulaire 


Ce chapitre est en référence à la formule (4) section 3.81 page 307 dans l'ouvrage de J.Meixner et 
EW.Schafke « Sphaeroid funktionen ». Cette formule établit que le produit de la fonction 
sphéroïdale radiale et angulaire peut s'écrire sous la forme d'un développement de fonctions de 
Bessel sphériques et de fonction de Legendre associées dont l'argument est relié à une système de 
coordonnées sphériques décentrées sur l'axe z ( et à une constante multiplicative près suivant la 
normalisation choisie) : 


r= cle -141 -7°)}+ (En-a? 


é>l sO (E, y?) Ps#(n, 7° )= >» (rs œ)P H Clo Jra (k r) 
n e[-1.1] Zoé y = cie | 
Ed VE -1N -n°)+ En-a) 
Arbi r- 2 + Bb}, +(C, — Ai, +D be „k+l + DN =0 


Ca 

(2v +24—3)(2v +24 —1) 
(v+k\v-u+k) 

2v +2k-—1 


A zs yla? 


B,=2a7y 


rtl rk —1 


C, = k k+1)+27°(œ° 
= (+4Xv +k +1)+ 27° (2v +2k -12v +2k +3) 


Sr (v+k+1)v+u+k+1) 
i 2v +2k+3 
payl TO Dee) 
(2v +2k +3)(2v +2k +5) 


La formule (4) concerne le produit de tous les types de fonctions sphéroïdales radiales construites 
avec les 4 espèces de fonctions de Bessel sphériques : 


soer) Psin) So bt, a)P CET) 


yo) = June Yvak > hl), > ne J = 1,2,3,4 


Par ailleurs la fonction sphéroïdale angulaire est celle définie à partir des fonctions de Legendre 
associées, telles qu'elles sont définies par « NIST Handbook of Mathematical Functions », 
« Legendre and related functions » et également par l'ouvrage de W.Magnus, F.Oberhettinger, 
R.P.Soni « Formulas and Theorems for the Special Functions of Mathematical Physics ». Dans la 
formule de J.Meixner et F.W.Schafke c'est d'ailleurs la symbole gothique qui est utilisée pour cette 
fonction tout comme chez Magnus/ Oberhettinger. La définition en terme de fonctions 
hypergéométrique est exactement la même que celle donnée par NIST. 


Je me permet de transformer cette formule en introduisant plutôt les fonctions de Ferrer (aussi 
appelé fonctions de Legendre associées « On The cut » qui sont définies sur [-1,1] comme suit : 


BEN? E 
u Be u 27" pu > x A S 
Elle 7 Réi(x+i0)=e 7 PA,(x—10) . De même dans le même ouvrage de J.Meixner et 


EWSchafke « Sphaeroid funktionen », les fonctions ps sont définies également par une formule 


sal 
A 2) TI LU u : 2) —i—T LU u a 2 | 
similaire : PS Aki Pst7+10,7°)=e PSE (0.7 ) section 3.61, formule (5) page 
283. Aussi on peut tout à fait poser une formule équivalente avec les fonctions de Ferrer : 


sO (E y?) ps#(n, 7° )= > Lol E ET r) 


y) = Jak > Yvak > DA > ne J =12,3,4 


Plutôt que de démontrer formellement cette formule, je l'exprimerais plutôt sous la forme d'une 
possibilité de construire le produit séparé d'une solution radiale et angulaire de l'équation des 
ondes sphéroïdales (par exemple toutes deux de première espèce) sous la forme d'un 
développement en produit de fonctions de Bessel sphériques et de Legendre associées (sur la 
coupure, fonctions de Ferrer ) : 


ee aal À Kelt, Age el Â-n)}+(En-a)) 


PTIT 
A =r (0° D Da) 


B, EE EE 


2v+2k-1 
2 
Abt, +B, bfa t (C, A) bt, + D t Ebt =0 1C, =v +k) v+k+1)+27 la? eee 
os ,V+k+XV+u+k+1) 
S 2v +2k+3 
A UE 
(2v +2k+3)\(2v +2k +5) 


Par dérivation sur n, il vient : 


Dérivation sur n = sO- (éy?) psë (7 2)= p Ai , al dial), G JePe (n) Aa] avec F=kr 
dn n 


> s (E) psen) È bh Z Ph (to) Aat F7 ne R ali, 


Er) En-a} EE 


Les arguments r et no sont définis en établissant des formules de changements de variables entre 
les deux systèmes de coordonnées, l'un sphéroïdales allongées et l'autre sphériques décentrées sur 
l'axe z définies comme suit : 


e +ix, =r Sin(0)e* =r Al neit el ll 7 e” 


x, =r Cos(8)=rm+tcea=cén 


EN EAN CEE PS EN CR EE 
é>1 et nel-1,+1]= 
Kr CE Le Er D RS CORTE 


Soit nel[-1,+1] RES In" 


=}r > cexla +1] 


Les formules de correspondance système sphéroïdale allongé vers ce système sphérique : 


x +x, =r? H n° )= c?(E€° (D n°)= e (E? +7? —1 E? n?) 
rm =el nta? -2a én) 
Pelen -iE m°)+r2m = elen Haaa En) r = cJ(E° (D n°)+(En a) 
he E’ n?’ +a?’ -2a ën SE En-a 8 ÊTES 
E? +n? +a? -1-2 ën VE +r +a’ —1-2aën JE -11-7°)+(En-aŸ 


Les formules de correspondance de ce système sphérique ver le système sphéroïdale allongé : 


em Dia EEN 
c & c 


2 DST ET le rn i 
E +7 = el ta) 


C C 


r erte eer, + Jl elei ee rm) deiten, +caŸ 


2e? 
Rs +c2(1+a°)+2e e rm + Jr? +e2(1+@°)+2c a rm) —4c°(r mn, +c a) 
Or E>l—= S 2c° 
n=—(rm+ea) 
cé 
e= emtea? +e +r l-n?) (Cr +e (a +1)) + rh n C no +c (æ —1)Y + r2(1 Dél 
2e? 


Le cas particulier de ces formules de correspondance lorsque les deux systèmes de coordonnées ont 


ré +7 —1 
une origine commune, soit ol est: En . Supposons a=0 et n=0 alors 
Mo = ei 
&=0 et Getters et Eege ek, Supposons a=0 et n=1 alors 
r = cJ(E° WI n°)+(En a) r=cé 
Le En-a a=0 7n=1— LE 1 
VE -1-7 )+ En-a? Š 


Les formules de correspondance lorsque les deux systèmes de coordonnées sont décalés soit a=1 : 


r=c(é-n 

l nds Les formules de correspondance lorsque les deux systèmes de coordonnées sont 

poa SN 
° -n 

r=e(£+n) 

L Zntl 


décalés soit a=-1 l 
To 
é- 


Lorsque l'on applique la formule de Meixner et Schafke pour des valeurs n proche de 1, nous avons 
les développements suivants : 


EEN alt elei) ar cl of) 


EE 
SE x Cai -1ļa?+2a -3 ; 
=E Ne rer) 1-(1 dee l-n} É e ol air) 
Z ` ¿? -1  (E° -1a +2 à é-3) 

Nr er 


(nn) ee tarte) 


Par passage à la limite autour de la valeur n=1 sur la formule de Meixner et Schafke, il vient : 
A < A Si 
Caleutons Lim (im) S®* (E7?) pst (n7? ZA, Lim (1m) Era) 
k=% NER 


Comme Ri Li, ls Se së -m )? SÉ ena D FE elle" P æ (1-1)? (E-a) (£ 1) 
ES GE (1-7)? PE (o) G -a)" Gi ae 
Comme Lim Daf ps“(n)o1 et Lim F(E,n)=7 (E-a) 


= SUA(E,y2)o (E-a) (£? 1)? De Ju E-a) 


Lorsque n proche de -1 : 


P-E ea) An E 
En-a ten EL qy E-e-e- nv 
EG Tode, zial "et "hl 
Sien lte Ae Ee 
e (1+7)? momar) ët (tem)? (reg? 
il näist 1-(1+7) alsa) 1 r dt m) DEn | 
Calculons 1 (1+)? sO” (éy?) pst hn,y’)= D am (1+7)? Ge M) iaf) 
Comme Pan) pe an er TEA me Bizet: 
, E a ETGEN 
mo RE T E Tere k-n) 
Conme Linien) freie) e Lin HE) raa ser) ET Ea) 


Si bien que deux développements de la solution radiale de première espèce sont possibles à partir 
des passages à la limite n vers 1 ou -1. Ils sont de la forme : 


E-E aller 07 En, if -ell 


+00 br, 


CONGO "(2 -) > = 


T(-v-k- nu) (1+v +k 


D at Lë +a)) 


A =7°le? j) OAA orn Ek) 
$ (2v +2k-3\2v +2k-1) 
Duo (v+kv-u+k) 
S 2v +2k—1 


(v+kv+k+1)+ u° -1 
A br B,b* CA D.A" 1 
pbir- + Bibi + Jp + le, +24 —1)2v +2k +3) 


V, k+ T 


Eh; =0 C, =(v+k)(v+k+1)+27° la? 


D aa VEN +u+k+1) 
i 2v +2k+3 
E, — le? JOSMAR VEEE?) 
(2v +2k+3\2v +2k +5) 


Lorsque o il vient les deux développements possibles : 


BE EE (1-4) Ee utd 
br, ie 


Esc Ge +00 | 1 + +00 fa f 
a Base Pere cree 1 


=—00 


Le développement avec u->-u est également solution radiale de l'équation des ondes sphéroïdales : 


el: GE ai Abel Of) Er 09 
= > (V-u+k-1{v-u+k) 


(2v +2k -32v +2k—1) 
2 v +kv+k+1)+ x? -—1 
(2v +2k -12v +2k +3) 
o~ +u+k=+l(v+u+k+2) 
(2v +2k +3)(2v +2k +5) 


Ab + (C, AECH + ERT = C, 


v,k+1 


(v+k\v+k+1) 2y 


dont le premier est un développement bien connu et classique en fonctions de Bessel sphériques. 


En anticipant les correspondances avec les fonctions de Mathieu associées modifiées, on peut 
écrire la solution de l'équation DE -2 q Cosh(2t)+ epo- o, sous la forme : 


Sinh? (t) 
adna: | Sinh (+) j 21 


Cosh°() Cosh’(t) 


h 
2 


2 Ds 1. bi Cosh(t ) 


Æ T(-v-k-uEll+v+k- D veik 


Et toujours par anticipation pour le cas des fonctions de Mathieu modifiées où 1=1/2 : 


S 2 boah o 1-52 342) ( 


io d Loy Dne ES sl GE Lava) Cos(x v) 
2 2 2 ' 


> el) =- E ran) $ EE ve (Va Cosi ) 


k=-0 


ce qui s'apparente également à un développement connu de fonctions de Mathieu dies radiales. 


Prenons pour cette valeur n=1, a=1 ou a=-1, il vient : 


G-a} YŸ 
Lëlz re) ; Dr, Ju QE - ol 


u 


s aniano [EE] Er Ate giele OC Ée saoe- 


B, Ee 


2v+2k-—1 
Ritt Al, DEI =0 =(v+k\\v+k+1) 
D, =2y (v+k+1\v+u+k+1) 
2v +2k+3 


danse E Er Za, GE +1) 


EE (v+k\v-u+k) 
2v +2k-—-1 
Bb! + (C, A, + Db” =0 =(v+k\v+k+1) 
(v+k+1v+u+k+1) 
2v +2k+3 


D, =-2y 


On obtient les résultats suivants à l'aide du développement autour de la valeur n=-1, a=1 ou a=-1 


en partant de l'expression : 8 Gute? LYS biy ; . 
= Le er E+a) 
Gem e bia 
Ci | Etay Z rv- 1 MaE 440 +a) 
SU e bi , 
Si æa =1=> y, (é)= ($) 2 Cv never) né +1)) 
B, =2 DE ut) 
2v +2k —-1 
Bb! ,+(C,-2)b#, DI =0 =(v+k\\v+k+1) 
DES} (v+k+1\v+u+k+1) 
2v +2k +3 


Zi 
2 


+00 bee 
2: Tv- ka EE 401) 
o (v+k\v-u+k) 
2v +2k-1 
Geh =(v+k)(v+k+1) 
brtribrurtzi 
2v+2k+3 


Si a=-1= y,(£)= Em 


B, bta +(C, — Ai, + DÄ 


v 


D, = 


Dans ce qui suit, on voit clairement que ces deux développements sont équivalents à ceux obtenus 
avec la substitution u<->-u et a<->-a. Dans ce cas on peut en effet écrire : 


AC =1,u)= y (£,æ =-1,-u) 
y(é,a = —1,4)= lé = 1,—u) 


Par la substitution u<->-u et a<->-a portée sur le développement autour n=-1 : 


es [EE ail > bi) te) 


Zo £ Tv -k-u(+v+k- sl Y 


doit être équivalent au développement autour de autour n=+1 (peut-être à une constante 
multiplicative près) : 


Vë u)= KE Sn, (a) GE ell 


On déduit donc que bu aj= bë, (a) a f(k)=Tr(-v-k-uỌ (+v +k- u) 
Ee Dx-E-Aabzvrëk-Aal |b, la)= SEIL 


On vérifie aisément cette propriété avec les expressions de la récurrence à 5 termes initiale et de la 
récurrence transformée : 


A Jo, u)b! k- (a ke Blo, Al, ,(a)+(C,(a,u)-2)8/(a)+D,(a,u)bf,(a)+E,(a,u)bf,.(a)=0 
E v- +k-1v- +k) 

4 (a, ul l Een 

B(a,u)=2a y ¢ EN 


En posant f(k)=T(-v-k-u)T(l+v+k- u) 


+kv+k+1)+ u’ -1 
Cie nich +E +k +1)+ 27l peu 


(v+k+1{v+u+k+1) 
D =:2 
EE 2v+2k+3 


Tanor UNE Eee) 
ds (2v+2k+3)2v+2k+5) 
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Seele eneen éi 


>4( a, u)b,%,( a)+B,(-a u)b a)+(C,( Q, u) Alb a)+D,( a, u) DA a) E,( a, ul SE a)=0 


4 (-a)+B, (a £ (-a)+(C, la H-a fe +1) 4 (-a)+E, la UE Se 
D se ) a 4) ] sal ) IC 4) Akt ): D, (a, D D ] bi ) E ul D Wi 
Als elle, Wal TA7 Kelt la, alt- Allee Dle, tele Ela, u) fkt 2); 


a ; u) 
Comme bt (a)= TI? (-a )= 4,(a,u) K. Joh Blo, olN, ,(a)+(C;(a, u)- LA (a )+ D, (a, D H, (a Lt, (a, ul, Je )=0 


tal a)= 0 


Si 0 En alors pour une valeur quelconque n fixe les développements de 


solutions radiales sont de la forme : 


T e 
fei n — 


Ee elm] ju VE oh 


Dérivation sur n = SE, 7°) ps (a. )= 3 Ar, (+7 1} 
Än 
eise rt g’ +n’ -1 


ER 2 d 
ok Z +n ir) 


BY Je d. 
k Lët + VE +7 1) 


si a =0 ei ņn=0=>m=0 et r=eVE "1 on obtient le développement possible d'une solution 
radiale de la forme : 


r=cyJE -1 Së 
DEIER += Sr, pe (of VE 1) 


pot 
C 
pe (v-u+k-1\v-u=+k) 
(2v +2k -32v +24 —1) 
2 
A, + (C, AR, + EI =0 C, =(v+kv+k+1)-27? ikvakara i 


(2v +2k -12v +2k +3) 
a(v+u+k+1(v+u+k+2) 


E = 
í (2v +2k+3\(2v +2k+5) 


Par dérivation sur le paramètre n puis en passant à la limite n->0, il vient : 


JS ee "(0 )- = 2. v,k al Vé? Si P“ '(0) 


d'où le développement possible d'une solution radiale de la forme : 


sV- (e, 72) pse'(0,y?)= AAG ae 


AA PRE js D é -1 
Lë géi 
dee (v-u+k-1\v-u+k) 

5 (2v +2k-3)\(2v +2k —1) 
(v+k)(v+k+1)+ u? -1 
(2v +2k -12v +2k +3) 
> (v+u+k+1v+u+k+2) 


Abi r- 2t +(C, —A)}b#, +E rbot = C, =(v+k)v+k H 1) 2y? 


E E? 
i (2v +2k+3\(2v+2k+5) 
=c(£-n) r=c(£é+n) 
Si a=1 ou a=-1 alors: el A En-1 E En+l 
Ho 5 ess o 
é-n Gr 


Et pour une valeur quelconque n fixe les développements de solutions radiales sont de la forme : 


»(E)= DE ek SC TEL) au 6 En) 
TEE 
2v+2k-1 
BI, A, + D,b#,, =0 C, =(v+k\v+k+1) 
Gs bztzibrurkzl 
G 2v+2k+3 


Cela donne pour n=0 un développement possible de la forme : 


EO- Š en EPA) 


B, -42y Vt -u +k) 


2v +2k-1 
B, bir- 1+ (C, —A)b#, +D VT, = 0 C, = (v+k\v+k+1) 
$ C++ +u+k+1) 
k 


2v +2k +3 


Passons maintenant aux développements qui concerne uniquement les fonctions sphéroïdales 
angulaires obtenues cette fois en fixant les valeurs de € 


én-a 


VE -1X-7°)+(En-a) 


a r=c E -1-7 )+(En-af 


n el-11] To = 


Lorsque € tend vers l'infini, il vient : 


kr=yļë -2aën+n’ ei =ré(1-22) xy €-an) 
S én-a 
To 
JE -2aEn+n-1+a? 


Zi 


comme les fonctions de Bessel sphériques de troisième et quatrième espèce se comportent à 
l'infini comme suit : 


Lim hO(y (E-an) -— Heei) L Í veré eiren 
ne ré vé 
; (2) i “if (an) SE | 
Lim R9(7(E-an))z — e =$ Perë eiren 
Së ré vé 
Lim sufe y) el) -Ï vart 
"ës RN yé yë 
Lim Si LG i ole ES i Pers 


rpm 7 Ë yé 


En appliquant la formule de Meixner et Schafke avec les fonctions radiales de troisième et 
quatrième espèce, on arrive alors à deux développements possibles : 


pn)=e er SC, PA (n) 
k=-—00 


Waler Zb, EPA (n) 


Kom 
A -=7?(a? T e 
g (2v+2k-—3)(2v +24 —1) 
5 WE: u+k) 
j 2v +2k-—1 
y +k)ìv+k+1)+ u -1 
Ab, + Bb", a +(C, ART, +D bf a EI =0 C, =(v+k\v +k+1)+27°la? je Hr: Al 
e e (v+k+1\v+u+k+1) 
S " 2v+2k+3 
rare E 
i (2v +2k+32v +2k +5) 


En posant a=0, alors les indices sautent de 2 en 2 dans la récurrence et l'on obtient le 
développement classique de la fonction angulaire en fonctions de Legendre associées. 


y(n)= GEN dÉ: (1% PA (11) Ab} 1 +(C, 4) bt, +E,bi ra =0 


+ u+2k—1Yv-u+2k) 
(2v +4k -32v +4Kk-1) 
(v +2k)(v +2k+1)+ x° —1 
(2v +44 —1)(2v +4k +3) 
o (v+u+2k+1v+u+2k+2) 
(2v+4k+3)2v +4k +5) 


À, = 


C, =(v +2k\v +2k+1)-27° 


A noter également pour a=1 ou a=-1 que la récurrence est également à trois termes : 


B, say CEV- u+k) 


falen X bt, CT Bal 2v+2k 1 
nn Bb", +(C, Ab, DL = C, =(v+k)v+k+1) 
blei? XC bt, FPE, (n) EE 
eet S 2v+2k+3 


D'après la formule de Meixner et Schafke ces deux développements sont censés être réels. Or on 
voit aussi clairement que ces deux développements sont conjugués l'un de l'autre. 


Remarque importante : toutes les récurrences décrites dans ce chapitre ne sont pas définies 
lorsque le paramètre vest un demi-entier hormis le cas très particulier où 1=1/2 (lié aux fonctions 
de Mathieu), car l'un au moins des termes comporte au moins un pôle pour un valeur de k donnée 
et ceci dans tous les cas possibles. 


Il reste maintenant à démontrer la formule de Meixner et Schafke et cela est une autre affaire ! 


Tableau synoptique de la construction de solutions angulaires ou radiales de l'équation des ondes 


sphéroïdales à l'aide des fonctions de Bessel sphériques 


Les fonctions de Bessel sphériques des quatre espèces sont définies comme suit : 


La récurrence à 5 termes sur les coefficients des développements et dépendant des paramètres 
a, u, v,y est la suivante : 


Abi k2 +B,b} 3: + (C, SA + Dh + EA, =0 


v,k+1 v 


tae lt u+k-1fv-u+k) 
(2v +24 —3)(2v +24 -—1) 
(v+k\v-u+k) 
2v +2k-—1 


B,=24ay 


(v+k)(v+k+1)+ u? -1 
(2v +2k -12v +2k +3) 


C, =(v+k\v +k +1)+27?la? —1) 


(v+k+1\v+u+k+1) 
d 2v+2k +3 
(v+u+k+1)v+u+k+2) 
(2v+2k+3)2v +2k +5) 


D, =2a 


E, =7° le? -1) 


Pour conclure cette étude sur les solutions de l'équation des ondes sphéroïdales radiales, voici une 
tableau synoptique qui retrace les divers développements en page suivante. 


Domaine | Développement des solutions Alternatives, substitution Récurrence, 
Valeur de o 
É n D b” P” é n= a F Je Ah SI +(é E > Qfar Kë => A0. BC SECHS 
n e[-1,1] 7 v,k v+k fi n-a F) e- 
ie Je -1]1-72)- En-a} EES 
Š >l Es mé Qi Js > Yv Ké „hÈ S termes; SS 
En Ed Go Ëm E Deet Gem ' i Poe 
| i vë +n -1 LE 
is EK d SÉ (0) Al In Ge a Phu > Qu hx? Iran AH ALEME OSR: 
k H-U 
>l pu ( ; | ee ja Ya AU A 3 termes, a=0 
D TD KH, (0) ue -1 e Ju D Farce 
-l i= H-H 
e 7 1 (é E F +00 H Kë "H Jak > Yr WT 2 termes 
— € 
vé) | AR E-a) 
(16 +1) Zi 
E >l Lë 116 +1) e +0 b” heu Jar > Yp AO 40) termes 
v,k 
oE RE) jatrE+a) 
(taf ) & T(-v-k-u)(l+v +k- u) 
>l S +0 HS ju? Vr AD RO EE 
DE ER KEE (é) 
d a 1 e H ad =H Ju > une Di S termes azo 
DE EAR Ee (é) 
é>l e e-u j >y MI A 2) 3 termes, a=-1 
y(é)= F D bat (£+1)) H H Jysk Voix v+k?  v+k 
SC) dire BOH jui, h, |3 termes, a=1 
E) È eul E-D D 
k=—0 
$ e | ZS) ` Cp Ki H H Kë "H Zë > Yra hiho n° EE 
GEAÉ ES pa nn en) IE Qi) 
> VW nie pou jap rm? 
yé E-1) À (RETTEN been "e 
>l o tl v+ SS Jor DV „ht A7 3 EES azi 
e "ën 3. bn Pha SE „(r EEn) e Do 
Ts Em ER = 
£>1 = SÉ ht A7 3 termes, a=1 
E D P“ Ji z SE é) GE 4 Ji Juni tc ou -1 
MEREN = sien Èe 7 pr 4 Pf, >Q! ue-u 5 termes 
n e[-1,1] Pt > Qf, ue-u 3 termes, a=0 
-Ža l Rn (n) 
e[-1,1 2 3 termes, a=1 
n e[-11] grn Èo CH pa PJ Phi, ue-u SE 
TEEN, P >Q”, ue-u 3 termes, a=1 


Si ei"? u jp 
= Zu kl Pa, 


ou -1 


Développement de la fonction d'onde sphéroïdale radiale valable pour les valeurs u demi-entières 


Au paragraphe 3.65 de l'ouvrage «Sphaeroid funktionen » de J.Meixner et F.W.Schafke en formule 
(49) page 293, les auteurs proposent un développement des deux solutions radiales de troisième et 
quatrième espèce qui est valable quelque soit les valeurs de u, pour z dans tous le plan complexe 
hormis le demi-axe des réels de -œ à 1. Il est donc valable pour les valeurs réelles de z de 1 à 


+00 : 


En injectant cette forme dans l'équation des ondes sphéroïdales, les coefficients du développement 
suivent une relation de récurrence à 4 termes : 


4y?(1- ul- u-1)4" +47 1-4 + Ma Anbei lat, + (+045, =0 


Si la forme proposée par Meixner et Schafke doit respecter la condition de normalisation des 
fonctions radiales à l'infini, alors : 


ec DE 
“96,7 )= EEN A zit Ch — Ee > Ee =] 
yz ES 


Il vient donc une relation de récurrence définie comme suit : 


4 y’(l-u\l-u Ui, +4 y’ (l- u)Ai +l (+1)- 2:0 As BIEN =0 
4,3=4,:=0 Aas) 


Dans le cas où u est demi-entier alors cette récurrence est parfaitement définie pour toute 
valeurs de l'indice l, et la forme des fonctions radiales de première et deuxième espèce 
définie comme suit est donc parfaitement définie pour u demi-entier et v demi-entier, cas 
qui nous occupe particulièrement car jusqu'à présent aucun développement n'était défini 
pour ce cas. 


Lorsque maintenant u est entier, alors la récurrence s'arrête à l'indice l=u-1. En effet d'après 
la forme de la récurrence : 


NET LETTRE EIERE 
Comme les premier et deuxième coefficients s'annulent simultanément pour l=kọ+1=ņ et le 
deuxième coefficient s'annule pour l=kọ+2=u+1, alors les coefficients du développement 


s'annulent tous pour l>kọ= u-1 (voir appendice n°2, propriété n°2 des récurrences à 4 
termes). 


Soit les développements : 


Il s'agit bien évidemment des développements des solutions algébriques dont nous avons décrit la 
construction auparavant dans ce document puisqu'ils peuvent également s'écrire sous la forme : 


i | x) dÉ le 
Wee La 3 RG) Ep 


(1) 2\_ 2 Ye ä z S , ie BER 
A LG ) Re (z 1) 2 S z” 2A Car) Re (z 1) 2 S Zi Coen 
D. y2 EE Re A 
k=u-l-1> S; kA )=Re (z 1? y Än (2i 


| P (2) où P (2) est un polynôme en z de degré 


Soit la forme DIEN Re (z? aie E 


au plus égal à u-1. 


Choix de normalisation pour les comportements asymptotiques des fonctions sphéroïdales 


Le comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales angulaires représente une 
approximation plus ou moins « uniforme » de la fonction selon les valeurs limites de certains 
paramètres, typiquement lorsque la sphéroïdicité y est proche de 0 ou très grande, soit le degré n 
est très important. Je noterais donc en général: ps”(x,y?)= Asymptote _ ps” (x,y? } 


Comme cette représentation dépend en général d'une constante multiplicative, pour fixer cette 
dernière, nous avons plusieurs choix. 


Le premier consiste à assurer pour la fonction asymptote la même normalisation de Meixner & 
Schafke que celle des fonctions sphéroïdales : 


+1 
Leien pet = 2 tn 


Le deuxième choix consiste à appliquer une normalisation inspirée de celle de Flammer, soit une 
normalisation respectant l'identité des valeurs en x=0 ou de sa dérivée première : 


n-m pair Asymptote _ ps} (o, y?)= ps; (o, y?) 
n-m impair Asymptote _ ps""(0,y°)= ps""(0,7°) 


Il ne s'agit donc pas de respecter scrupuleusement la normalisation de Flammer qui identifie les 
valeurs en 0 avec celle des fonctions de Legendre associées. Cette normalisation est utile pour les 
fonctions sphéroïdales et ses asymptotes qui ont des valeurs significatives autour de l'argument 0. 
C'est le cas des fonctions sphéroïdales allongées mais pas des fonctions sphéroïdales aplaties qui 
elle ont des valeurs extrêmement faible autour de O, tandis que leurs valeurs deviennent 
significatives à l'approche de l'argument 1. 


Le troisième choix est inspiré de la normalisation de Chu & Stratton, soit d'égaliser le 
comportement de l'asymptote avec celui de la fonction sphéroïdale à l'approche de l'argument 1, 
soit : 

Lim (1 —x LE Asympote _ ps} (x, y’ )= Lim (1 — x J? ps} (x, y?) 


xl" x 1 


Cette normalisation des asymptotes convient mieux aux fonctions sphéroïdales aplaties. 


L'intérêt des « pseudo-normalisation » de Flammer ou de Chu & Stratton des asymptotes est que le 
calcul de la constante de normalisation de l'asymptote est plus simple à réaliser que dans le cas de 
la normalisation de Flammer qui fait intervenir des intégrales plus ou moins fastidieuses à calculer 
même s'il existe des formules de récurrence pour le faire. Nous allons d'ailleurs en illustrer quelques 
exemples dans la suite. 


D'autres part la question peu se poser de quelles fonctions sphéroïdales on souhaite représenter 
l'asymptote, celles normées selon Meixner&Schafke, celles normées selon Flammer, ou selon 
Chu&Stratton. Cela a une grande importance car la constante de passage entre ces diverses 
normalisations peut être très différente de 1 spécialement lorsque la sphéroïdicité est importante. 


Dans la suite de ce document je préfère présenter les asymptotes de normalisation inspirée des 
trois catégories, qui représente la fonction sphéroïdale originale normalisée selon 
Meixner&Schafke, soit selon les trois schémas. C'est en cela que je parle de pseudo-normalisation. 


+1 
fax (Asymptote _ ps” (x, __2 (n+m)! 
Pseudo-normalisation de Meixner&Schafke : ~ 2n+1 ( 


n-m]! 


8 -m pair Asymptote _ ps” (o, y? ) = ps; (o, y?) 
Pseudo-normalisation de Flammer : LN" impair Asymptote_ ps, In WË Dé r°) 


Pseudo-normalisation de Chu&Stratton : 7i (x)? Ge ps"(x, y?)= Lim (2)? ps” (x, y?) 


Al A-r” 


sachant que - "est normalisée selon Meixner&Schafke. 


Dans ces trois cas pseudo-normalisation est censée représenter le même comportement en x=0, 
x=1 et de manière globale sur tout l'intervalle. 


Développement en série de la valeur caractéristiques À de l'équation des ondes sphéroïdales 
allongées lorsque la sphéroïdicité y est proche de 0 


La récurrence des coefficients du développement d'une solution de l'équation des ondes 


sphéroïdale : (1x2) y" (x) 2 x tel (a , D x?) po-o de la forme : 
— X 


AC e Lo ps#(x,r°)= S (1) d2, (72 )P" (x) 7 =0—= ps“(x,y°)= P#(x) 
(ees? 


se présente originellement comme suit : 


Ad, ill, -al at, (7° )+ Cid (7°)= 0 
o v- u+2k-1)(v-u+2k) 
(2v +4k—3)(2v +4k —1) 


A; = A 


2 (v +2kv+2k+1)+ u?-1 
(2v +4k—1)(2v +4k +3) 


1+ sel 
(2v +4k—1)2v +44 +3) 
__2(v+u+2k+1{v+u+2k+2) 
(2v +4k+3X2v +4k+5) 


HE +21) -2| J-e +2 24 n)-2r 


C, = 


Elle peut aussi s'écrire de la façon suivante : 


ad che Kb ett 


v,k+1 
y 


F __(v-u+2k-1)v-u+2k) 
4 (2v +44 -—3)(2v +4k—1) 


1 4u? —1 (v +24 Xv +24+1)+ u? —1 
B, =-—|1+ = —2 
2 (2v +4k -12v +4k +3) (2v +4k—1)(2v +4k +3) 
e (v+u+2k+1\v+u+2k4+2) 
De 


(2v +4k+3)(2v +4k +5) 


Introduisons un développement de la caractéristique À et des coefficients du développement sous 
la forme : 


ee dub) ze 
aly? Z Ly” E Z d, y” 
Nous connaissons la valeur de la caractéristique et la valeur de la solution pour y=0, il vient alors : 


A(0)=1, =v(v+1) 


dt (0) , fl si k=0 
d#,(0) "Io si k=0 


Comme par définition pour le coefficient k=0, le rapport est identiquement égal à 1, il vient : 


j=% | 
Dar ele dy =ld,;=0 j>0 
j=0 


Écrivons la récurrence pour k=0 : 


AS diy” +B, D Eaa =0 
j= o 


EE + Codi o + dag Au + À Saur tE Gdy” Er E 


j=1 j=1 
Comme do = daio =0 
vi +1)—7 EE , 
© l 2 E EE Cd; -l a)y” =0 
j=l 


Les termes en puissance de y° s'annulant identiquement, il vient : 


h = vív + 1) 
1 = By 
l'a = Ad Ae + Cod: ; 


Cela donne une récurrence permettant de calculer les coefficients La dès lors que l'on connaît les 
dd dd 


coefficients "~>", Comment maintenant déterminer les coefficients “=>, pour cela 
retournons à la récurrence de départ et insérons les développements dans la récurrence du terme 


d'indice k quelconque : 


(d. Cé + Bd, Së Ju +2k\v +2k+1)5 ad, y0 a äere = 
Jj=0 j=0 


0 0 
o SL nn Bé. +(v+2kNv+2k+1)-4)d, a)y” E aa UA. Slay” Sd, y” =0 
J0 Y j=0 j=0 


k=0—1,=v(v+1) 
kz0—4d,,= 


Calculons le premier terme en 1/y° : ((v+24Xv+2k+1)-4)d,, =0= l , İl confirme 


le résultat précédemment établi. 


Calculons le terme en y}, il vient : 


j=% 


S (Adia + Cds +B,d,; +(v+2kXv+2k+1)-1,)d, a)y” — dray” hay” =0 


j=0 
KE o S S dda SAS da ejim 
m=0 i=0 m=0 j=0 i=0 
as CE E T MEE N EA ES E ANET A -S 729" dl =0 
j=0 j=0 i=0 
AS Ads; + Cidin + Bd, +((v+24Xv+2k+1)-4)d, SCH eet 
j=0 
> Adi tél + Bd, +((v+2kXv+2k+1)-1)d,,; SC ala =0 
i=j i=j 
de aka (4, d -l,j +C, TER +B, d, si dy jili T (4, d -l,j +C, taeng +B, d, d 
> d = i=0 


SÉ" (+2k)v+1+24)-1, 8 2k(2k + 2v +1) 


De nouveau il s'agit bien d'une formule récursive, car dès lors que l'on connaît les coefficients 
d'indice : 


ea dis dede ad sde et eds be Ad +Cd la = 4da; +d; 


Ceux d'indice j+1 sont parfaitement définis. L'existence de la récurrence : 


izj 
dpa (4da; + Cdon; Bd.) 


kr k+1,j 


SCH 2k(2v +24 +1) 


permet d'établir le résultat important suivant : *7*0 di;=0 pour j< W En effet partons de la 


condition initiale "3. . —0 pour k=+1,+2,,+3, qui est vérifiée comme on l'a vu 


E Eet 


précédemment et conforme à l'hypothèse de récurrence. Supposons la propriété vrai pour j : 


| | Si k>0 d,,,=0 | 
Vk#0 Zell ie du =0> EE Vie{0.….,j} d,,,=0 
k-l,j 
Si k>0 d, 1 =- Adi 
"IT (u+2kv+2k4+1)-17, 
Se 
Ee 
Si k<0 d LZ 


A + 2k NV +24 +1) 4 
Si k>0 d,,,=0 
Si k<0 dis PI 


k+l,j — 


Pour jh che | 
Dans ces conditions le développement du coefficient d;; est de la forme (pour k pair) : 
d (2) 2 E 2j 2 
EE J = 2 J = of ) 


La récurrence s'écrit donc : 


K=+1+2.. ST dr SE -Sa y” A JE rt 


v,0 Dé j=|k| j=0 


(v-u+2k-1)\v-u+2k) 


AT CEET EES 

B = ez äkbv +2k+1)+ u’ -1 
i SE 1X2v +4k +3) 
e __(v+u+2k+1\v+u+2k+2) 
g (2v +4k +3\2v +4k +5) 


v(v +1)+ u° -1 


1,=0 h= 1) L=B,=-2 
Š ui. (2v -12v +3) 


Lu = Ad; + Cod 
dn sl d, o=04}k#0 ds j>0 


i=j-1-|k| 
d, =0< ES nu =0<i>j-1- Wl De in = EER 
i=j-1- BIS 
dy jamila Lä. tB, d, jt 1 +Cidi sa) 
d, = i=0 


g 2k(2v +2k+1) 


Ici je ne retranscrit que le développement de la valeur caractéristique À jusqu'à l'ordre 8 : 


TETE h =v(v+1) EI 


=. 2Ù (2v-1f2v+3) 
ER ET 
" 21  (2-3{2-1) (27+1) (2v +1)2v +3) (2v +5) 


(2v -12v +1J2v +3) (2v+5X2v+7) (2v -52v -32v -17 (2v +1{2v +3) 


l, er i beega eei) v-u-1v-ulv+u-1\v +u) | 


(v-u-1v- u)v +u-1v +u) (~v-u+I\v-u+2\v+u+1\v+u+2) 


Ov-5) (2v-3)27-1) Ov a Uu a Af (Du -12v Du +3) Qv + 52v +77 
B- (~v-u-3\v-u-2ļ\v-u-I\v-u\v+u-3\v+u-2\v+u-1\v+u) (~-u+Iv-u+2\v-u+3\v-u+4\v+u+1\v+u+2v+u+3\v+u+4) 
(2v -72v -5f (2v -37 (2v -1} (2v +1) (2v +1)2v +3) (2v +5) (2v +7) (2v +9) 
c- LA -u+ ytu tut} ee AU DAV 
(2v +1) (2v +3) (2v +5) (2v-3) (2v UU (2v +1) 
D- he —u- Uu uv —u 37 Ulu 2 +2)v + uv + uv + u+1v + u+2) 
(2v-3)2v 1) (2v +1) (2v +3) (2v +5) 


Développement en série de la valeur caractéristiques À de l'équation des ondes sphéroïdales 
aplaties lorsque la sphéroïdicité y est proche de 0 


Pour l'équation des ondes sphéroïdale aplaties : 


vlt 2x zt) y°(1 x) Ep 


P VS [- 1,1] PSY (x,72)= > 1) d, (y2) Pa (x) 
une solution de la forme : Ss 


en série autour de la valeur y=0 régit par la récurrence suivante : 


aura un développement 


k = +1,+2 RI zm, ao? ad) Stan 
Se Deg d'Jil Se k,j — J 


__(v-u+2k-1{v-u+2k) 


Ar (2v +4k —3)\(2v +4k —1) 

5 0V +2k\v +2k+1)+ u° -1 
š (2v +4k -12v +4k +3) 

i __ (v+u+2k+1\v+u+2k+2) 
` (2v +4k +3\2v +4k +5) 


v(v+1)+u? -1 
(2v —1X2v +3) 


1,=0 h=v(v+1) =B, =-2 


la dg st 
du zl  dascfe-Eef d,=0 j>0 


i=j-1 i 
d,,=0< j <|k|=> disse is j-1-|k| => St = S daal 
i=0 0 
i=j-1-|k| 
dy jili z d + Bd, j + C4) 


d BS i=0 
Ge 2k(2v +2k +1) 


Introduction à l'étude du comportement asymptotique des valeurs caractéristiques et des 
solutions de l'équation des ondes sphéroïdales lorsque y très grand 


Venons en au comportement asymptotique des valeurs caractéristiques et des solutions de 
l'équation des ondes sphéroïdales lorsque y très grand. 


L.Robin dans son livre de 1958 « Fonctions Sphériques de Legendre et Fonctions Sphéroidales. 
Tome 3 », dans la section sur les «Fonctions Spheroidales » en page 215 fait une revue des diverses 
transformations de l'équation des ondes sphéroïdales allongées, dont celle-ci : 


dx x 


y(x)= (1-x2}u(x) => -x ju" (x)—2(1+ u) x u'(x)+ (a —uļu +1)+ 7°(1—x2))u(x) = 0 


EB) prho s 


Avec le changement de variable : 


t 12 (EZ AR 2) 
x= > |1 u''(t tu'(t)+ u(r)=0 
el ke Aie n E Jue) 


Dans l'hypothèse où y tend vers l'infini et dès lors que la limite suivante existe sous la forme : 


ge EE al DONC in 
y>+o 2y 2 2 4 
C'est alors l'équation de Weber dont les solutions sont les fonctions paraboliques cylindriques. 
L'identification de la solution avec l'asymptote de la fonction d'onde sphéroïdale s'effectue d'une 
part à l'aide de la propriété de parité des deux fonctions parabolique et sphéroïdale, et d'autre part 
par la détermination du paramètre | de la fonction parabolique. En effet lorsque I est un entier, 
alors la fonction parabolique est soit paire ou impaire. De plus I s'avère être le nombre de zéros de 
la fonction parabolique cylindrique te sur l'intervalle (-c,+c0). On retrouve une propriété de 


parité identique pour la fonction d'onde sphéroïdale de première espèce ps!(x) Uniquement 


lorsque v et u sont tous deux entiers, à raison de leur différence vu. Si maintenant nous savons 


H 
que le nombre de zéros de la fonction d'onde sphéroïdale ( t? } t reste le même 
y(x)= 1 u 
2y A Air 
que ce soit pour y tendant vers l'infini que pour y tendant vers 0, alors | doit également le nombre 
de zéros de la fonction associée de Legendre P“(x)= Lim y(x) dans l'intervalle [-1,1], il vient pour 
7 —0 


1 
Lim =l+—=v-u+ 
v, u entiers: /=V—H, Comme on a supposé : *”*” 27 2 2 alors en première 


approximation on obtient le comportement asymptotique de la valeur caractéristique À : 


Ae? 
2y 


be alt Zen 4x- +7 Die alc) 


On a donc comme correspondance de la fonction sphéroïdale de première espèce avec la fonction 
parabolique cylindrique la relation suivante à la constante multiplicative Co près : 


Lorsque y —o Asymptote _ Dei (x) = Co D =x’ IS D,_, (x 2y ) 


Partons maintenant de l'équation des ondes sphéroïdales aplaties : 


s(t (a PAGES) ie Jain 


dx 
y(x)= D — x?’ E eux) => D — AT Ju (x)+ 2(y D — AT ks (u +1) x)u'(x)+ (2-27 x(u+1)- u(u+1))u(x)=0 


y(x)= D EEN E e™ u(x) => D =x? Ju" (x)+ 2(- y D EEN KE (Lu +1) x)u'(x)+ (2 +27 x(u+1)- u(u+1))u(x)= 0 
Par les deux changements de variable, on obtient l'équation différentielle suivante : 


t=27(1—-x 
z A |= t (4y —t)u"'(t)+ (2 (u +1) (2y =t)=t (4y =+) u (t)+ (4 - ulu +1)- (u +1) (27 -t))ut)=0 
t= 2y(1 + x) 
Lorsque y->>, et en supposant que la limite suivante existe: tim 4 =14 #21, il vient: 
zz 4y 2 
tu" (t)+ (u +1-t)u'(t)+1ult)=0_, Cette dernière équation est l'équation différentielle des fonctions 


de Laguerre où le paramètre | désigne cette fois le nombre de zéros positifs de la fonction de 


(u) 
Laguerre Li (e) sur l'intervalle [0,+ce), 


EE EEGEN 


L'identification des solutions s'effectue de la même façon : utilisation de la parité des fonctions 
d'ondes sphéroïdales et construction de combinaisons linéaires paire et impaire avec les fonctions 
de Laguerre. 


Pour la même raison que le nombre de zéros de la fonction sphéroïdale reste identique quelque soit 
la variation du paramètre y, l est alors le nombre de zéros positifs de la fonction associée de 
Legendre sur l'intervalle [0,1], soit : 


v—-u ; - 
si V—u pair 
v,ueN l= 2 
v—u-l ; d 8 
= si V—U impair 


En utilisant la variable +p dene PE SE YTA pair è "E 
v si v—u impair 2 
On a donc comme correspondance de la fonction sphéroïdale de première espèce avec la fonction 


de Laguerre, et compte tenu de la parité de la fonction sphéroïdale, la relation suivante à la 
constante multiplicative Co près : 


Lors a 
{ Ges Pere Asymptote _ ps” (x)= C, D — x?’ T (e7 =D (2y (1— x) + (1) e7 (2y (1+ vil 
v,ue 
v—u ; > 
si V—u pair S 8 ; 
j= 2 EE de v H pair, 
v -4 hi oyo modir v si v—u impair 


Comme pour les fonctions d'ondes sphéroïdales allongés l'identification n'est aisée que lorsque v et 
u sont tous deux entiers. 


Développement en série de fonctions paraboliques cylindriques des fonctions d'ondes 
sphéroïdales allongées 


Les résultats précédents sur la forme limite des solutions suggèrent un développement formel en 
fonctions paraboliques cylindriques de la forme : 


DI k=+00 k=+00 
vG)=(1- x} D CDs (x 27) ult)= Š C, Dnt) 
Än En 


En injectant ce développement dans l'équation des ondes sphéroïdales transformées en variable 


. 2 Bet 2 2 H s 
t= x27 E (Cul u(u+1)+7? t u(r)= 0, on peut déterminer une 
EA y 2y 4 
relation de récurrence entre les coefficients C.. Pour cela on utilise trois propriétés « initiales » des 
fonctions paraboliques cylindriques, permettant d'autres expressions aux plus proches voisins : 


SR louis 


dt? 2 4 
t D,(t)= Dir o Di 
D,a t)-t D (t)+ pe D, 4)=0 3t D,a t)= D, (t)+ le +1) D, (6) 
D. Die -1) D,--(t) 
dD, (t) _ 
dt 
CD) =t Dya ()+pot D. Al = D, (t)+(2p +1) D,(t)+ p(p-1) D, (t) 
Cp. lol Dpat) Gezai, ris lo +2 +1) D, (0) 
#D,()=D,(6)+(20-3)D,.,6)+(0-2X0 -3) D, 44) 
E ()=#D,,()+(20+1)#D,()+p(0-1)rD,,() 
= D,()+2(20+3)D,.,()+2(29° +2p+1)D,()+2 o (e -1X2 -1) D,-)+ e (e -1X -2X -3) D,-4(t) 


Loi 


(Al Die lt lp Zeie 5. 0 


4 
DE t D, (t) SÉ CD, (t)= 


4 
De Dr ee p(e Un, Al Zeie 1Xp—2Xp-3)D, (0) 
D = -22*1p Fou Did _D,:()-CP+92,(0)+p(p-12,:() 
P 2 p à 


Le terme de coefficient C, lorsque l'on injecte toutes ces expressions dans l'équation différentielle 
donne donc : 


2 LA E 2 2 
E T ME E 0 


2y y 2y 4 
Drona lt)-(2(1+2k)+ 1) Dill +2k)(1+24-1) D, (6) 
4 
11 2(1+2k) +2(1+2k)-1 1 
Dia Dual) GEET 424-2828 3) D | 
1+ Il 1 1 
Ke d Daralt) Din SEET 
y 2 2 2 
A- u(u+1)+7° 
F Hu ) S D. 
y. 
Dnt) + (U+ 2k) +1) Dalle +2) 2k UD) 
4 


Que l'on peut simplifier ainsi : 


1 2(1+2k)+1 44+4y° -4u +3+2(1+2k) +2(1+2k 
ES Dalle Kate Dat l ) t / a l ) l ) D, DË 
4 2y 2 8y 


-7 (1+24)(1+2k-1) D, ie (ee EIN IUIÉETEET (EISE: EEGEN 
7 


+4ull+2k)(1+2k-1) D, (t)+(1+2k)(1+2k-1(1+2k-2\(1+2k 0 


SE Reien -4u +3+2(1+2k) +2(1+2k)-4y(2(1+2k)+1)) D, lr g 


Si maintenant l'on considère la contrainte de l'annulation de chaque terme de la fonction D. lA) du 


développement, on obtient une récurrence à 5 termes : 


SET Wii 4u? +3+2(1+24) +2(1+2k)-4y(2(1+ 2k)+1) 
+Au(1+2k+2)(1+2k+1)C,. +(1+2k+4)(1+2k+3(1+2k+2(1+2k+1)C,, 
Pour k=+1,k=+2,k =+3,.... 


La première conséquence de l'existence de cette récurrence est que l'on peut appliquer une 
méthode matricielle pour déterminer, lorsque y est suffisamment grand, et que l'on prend 
suffisamment de termes du développement , une valeur approchée de la valeur caractéristique À 
et une valeur approchée de la fonction d'onde sphéroïdale de première espèce par exemple. 


Mais pour l'instant je laisse ce point de côté, essentiellement numérique, afin de déterminer tout 
d'abord les premiers termes de développement en puissance de 1/y. Pour cela supposons que la 
valeur caractéristique À et les coefficients C, Se développement comme suit : 


j=+% 


Asg yT C =e Sa ZS 

: sachant que Jaio l 

jte C= > c; y” k+0=> c o=0 k#0 
C, 2 > &; y j k D kr k,0 

j=0 


Et injectons ces développements dans la récurrence à 5 termes pour d'abord déterminer les deux 
premiers termes en y’ et y du développement de À : 


Sa, ra Tan lët +47 Aal 3 2kleik 22 +2(1+2k)+3-4u° Zo ef 
j=0 j=0 j=-2 


=0 


Aull + 2k +2) (1+2) Y cpa, EE E E HEEN DA D 


j=0 Dë 
Terme en y >4T +1) =0>T,=- 
uc Kei 
k=0=T,-2/+1 


Terme en y (4y T,-4y(20+2k)+1)c,, =0= dë 


Voyons maintenant le terme en 1/y' pour j=0,1,.... 


SCH ËTT CH y“ - ad y7 +49 -4u +3+2(1+2k) +2(1+2k)-470(1+2k)+1) D. ef 
CH 10 Si e =0 
+4u(1+2k +2) (1 A) eu '+(1+2k+4)(1+2k+3)1+2k+2N1+2k +1) SCH 
1=0 1=0 
a, = {1+2k) +2{1+2k)+3-4u° 
ES eech SS DE KS GE Li 


8,=(1+2k+4)(1+2k+3X1+2k+2N1+2k+1) 


l = 
Terme en 7 Cyr; + AH Cay (E Cp ji TAk Chj Pkk ja Kr Cru ÿ — Ok Cay = 
CO 


1 i) 
> Cj = ` SËNN air Cp ji HO Chj Ne Ceny Or Chi 
k CH 


i=j- 


1 
> Gja ` | Chaj HAH Chaj Xe Crj ër Ciaj 1 (4r, f ole, A3, a) k=+1,+2,... 
k i=l 


Connaissant tous les coefficients Cam au niveau m<=j et les coefficients T, au niveau pel, on peut 
alors déterminer les coefficients c,,1. Pour la valeur spécifique k=0, il vient : 


l 


0 


4 
SAT; Coo =C; TAH Cj Oo Coy tXo Ciy Fän 


Terme en rt C +4 ënn ta Co au at = 0 


Cela permet donc de compléter le calcul des coefficients F, à partir de la connaissance des 
coefficients cn. Si l'on normalise tous les coefficients c par le rapport : Gand Coo , alors on arrive aux 
deux relations de récurrence combinées : 


a, = (+24) +2(1+2k)+3-47° 
B,=16k 
y =Ault+2k+2)(1+2k+1) 

a =(1+2k+4)(1+2k+3N1+2k+2Y1+2k +1) 


Go=l  Cj=0 j>0 &o=0 Kei 


ET em S 
Du" ( C0 TH Ci 10 — fr Ciaro ~r Sal k=+1#,. 
k 
c 1 i=j-1 
Je nm Jo D Wes E o a: e j = 
Ci 7. Dau" B Ca; FAHU Chaj T Xi Cery T Ok Gar (1T, olë, i 4X, Ck j-i Il  k=łl42,. 
0,0 k il 


Tal F,=2/#1 L—m 


jl 8 8 Ge 2 d 
Ze ne Au Cajt Lo Ciy tô d e 


J'ai vérifié cet algorithme de récurrence d'après le programme Mathematica élaboré par P.Falloon 
et retrouvé exactement les valeurs données par NIST Handbook of Mathematical Functions, 30.9 
Asymptotic Approximations and Expansions, Formules 30.9.1, 30.9.2 et 30.9.3, à savoir : 


l=v-u q=21+1 


DEI SEW EIER 


8 
ËTT ETH DT, =-(g" +267 +21)+384 pla +1) 
2T, =-33 9° -1594 q? -5621 9 +128 q (167+37 q?) p? -20484 n° 
DT, =—63 q° -4940 q* -43327 q? -22410 +640 (147+ 262 q? +23 q?) x? -24576 (q° +1) u" 
2”T, =—527 q -61529 q° -1043961 q? -2241599 q +32 q (298951+127550 q? +5739 q*) u? -10240 q (301+71 q?) u* +65536 q u° 


Je vais maintenant démontrer deux propriétés supplémentaires importantes de ce développement : 


J=+0 


D k=+00 
Asymptote _ ps” (x,y? )= D KE De. GOEN I=v-u 
j=0 


Em 
a, =2(1+2k) +2(1+2k)+3-4yu° 
PB, =16k 
X, =4u(+2k+2)(1+2k+1) 
8,=(1+2k+4)(1+2k+31+2k+2\1+2k+1) 


Do=l ` Zus j>0 Zens Eet 


S 1 = = = A k 
Cki — —(- Ck-2,0 + 4u Ck-1,0 — Xk Ckn,0 — ô; Sie k=+122,. j>1 


Br 
Ch 1 Le na 8 LG CR i=j-1 e | 
Cu =| — Ce + AU Gen Z Xr Gray — Ok as + (Do +), +4 TG, te j>l 
Br i 
1 
Passe ` Das ältl D=- 


"4 


La, Ss _ däi . 
LE nr Oe + z) j>0 
Î=+0 


SEH 
> E Ae ET DEM 
Pen (es? 


Asymptote _ Gs" (x, y? ) = D — j Ci 


oc tel que k| > 2j 
Deux propriétés supplémentaires ep 
C; =0 telque 1+2k<0 


o zs D telque |k| 


La première propriété à démontrer est celle-ci: 72}, La propriété est vraie pour 


j=0. Pour j=1, il vient : 


nl Si = 
k=+1= Cri = — (4u Du Xk ul 0 
k 


lyn S vi z ep EEN Wd a si 
Ci = D ( Ci-20 + 4H C0 — Dun Ok Ciao À (ar, t al, F-D ~L GH Sach 0 G,=0 Tel oue H >2 
k k 


k=+3=0,,=0 


Si elle est vrai pour j l'est-elle pour j+1 : 


&,=0 telque |k|>2j 

ei 1 ge Si Sa d EN 

Ck j 7 zl- Cr; + 4u Cr, T Xk Ckaj T Ô; Ces, + (4T, + a) Cp j + 4 DDE A 
k CH 


Supposons k> 2(j+1)> 25 -i) viell;-1]=c,., =0 Cr = 0 


CHE? E E S 
Si k>0= un, = Cu = 0 Gi pa = g Cay HAM ceay) et k-1>2j+1 et k-2>2j=>ŭ sf 
k 
ge is A 1 r S o 
EE Gi pa © (x Bou = 8 Beray) et k+1<-2j-1 et k+2<-2j=8,,,=0 
k 


La première propriété est démontrée. 


=0 elque I+2k<0_ o propriété est vrai pour j=1, en 


La deuxième propriété est la suivante : "ru 
effet : 
Be=16k=B,=-16  B,=-32 
Gaz 4%, =4ull+2k+2)(1+2k+1)> y, =4u1(1-1) 
ô, =(1+2k+4)(1+2k +31 +2k+2%1+2k+1)> ô, =1 (1-11-21 -3) 
pesi HD o pour 1<2 
| D, 4 
: 81 Čo _/(1-1X7-2K1-3) 
PR E 32 


pour l<4 


Si la propriété est vrai pour j, l'est-elle pour j+1 : 


= II. = = CH SS E 
Du" D WER +4u Ce Lx Ckaj T d Chaj T (T, dAn +4 Kä Ci 
k El 


sl telque (rie së, sl et Viellj-i] &,,=0 


e LE à | 1+2k+2)(+2k+1 8 
> Chja selu Cu +ô, TZ, Cu HIE TIET 
k k 

Pour keļ-2j,-1] et [+2k<0—0,,=0 notamment Č, =0 si I<4j et C,,,,=0 si I<4j-2 

Si bs aa NH) a si ii 
-1 

Si Län Ën si 1<2 Č =0 et si 1<1<4 (l-2)(1-3)=0 
-2 

j sr (-4j+2)(1-4j+1) ~ EH | sit ET | e 

Si k=-2j>? TETY uen +(-4j+ 41-4549 )=0 si I<4j-2 Ze et si 4j-3<l<4j (1-4j+2)(1-4j+1)=0 


SA kee 

Ba; 

1-4j-2)(1-4j-3 D | La 1-4j-2)(1-4;j-3). 
ES, ele Latest). 


j+1), j+ ET 
deg Ba) B 6 


ë =0 1=4j+2 ou 1=4j+358,,),,=0 pour 1<4j+l) 


-2(j+1),j+1 (j+) j+ 


Si k=-(j+1)>čy 


La deuxième propriété est donc démontrée. 


Cette dernière propriété est fondamentale afin de prouver que le développement ne comporte 
jamais de fonctions paraboliques cylindriques d'indice négatif et donc que l'application d'une 
normalisation de Meixner & Schafke est possible. Le développement a donc toujours la forme 
suivante : 


k=+0 
v(x)=(1-x2) Co SO 27) 


kai Dee 
2 


Par le développement en puissance inverse de y ce résultat est démontré, mais une considération 
simple permet également de suggérer un tel développement. En effet la condition de finitude à 
l'infini doit s'appliquer pour la fonction pi (x 2y ) lorsque y tend vers l'infini. Or ne serait-ce que 


pour D, (x 27 ) cette condition n'est pas remplie puisque : 


D (F)- E Al | 5 )- D(f)= pour za, Or toutes les fonctions paraboliques 


d'indice négatif se comportent de la même manière. 


Remarque : en appendice n°2 de ce document, ce résultat est également confirmé par la propriété 
de la récurrence à 5 termes : 


C, -4u Cra Wi 4u? +3+2(1+2k) +2(1+2k)-4y(2(1+ 2k) bc, + 
+Au(1+2k+2)(1+2k+1)C,. +(1+2k+4)(1+2k+3N1+2k+2N1+2k+1)C,., 
Pour k=+1k=+2,k=+3.. 


qui conduit à ce que tous les coefficients du développement sont automatiquement nuls lorsque : 


<= 
FA 


Conclusion : le monde mathématique est bien fait ! 


Développement en série de fonctions de Laguerre des fonctions d'ondes sphéroïdales aplaties 


Les résultats précédents sur la forme limite des solutions suggèrent un développement en fonctions 
de Laguerre de la forme : 


"= (x) Solr (er x) +) Pet er x) (x ha)+ CN 2, (2) 


En injectant ce développement dans l'équation des ondes sphéroïdales transformées en variable : 


ti =2y(1- x) 
=2y(1+x) u(t, Lu (t )—> u(t) 
soit : 
t (4y —t)u"(t)+ (2 (u +1) (2y —t)-t (4y —t))u'(t)+ (4 — fu +1)- (u +1) (27 -r))u(r)= 0 
> 4y (tu (t)+ (u +1- u(t- ue) (2 (u +1)-Au'(t)+ (à = ulu +1) -(u +1) y — e Hate 0 


on peut déterminer une relation de récurrence entre les coefficients C.. Pour cela on utilise trois 
propriétés des fonctions de Laguerre : 


DCH) ia (0) 
—< +(u +1— (ECH + ( + Ein ZA Itei- O équation différentielle fonction de Laguerre généralisée 


de 
es 1- u) Li) (t) +k + all (0) =0 
EN. (+k)2 (0) - (U+ k+ E) bi 


dt dt dt ES PC +k ujra (e= 


(1+ KY LH) (t)-(21+2k -1X1 +k + u4) (t)+ (1 +k+ ul +k-1+ u) (t) 
> PI (t)=(1+k+ ul + k+ u1) (t)-2(1+k-1)(1+ k+ p) (t)+ +K + k1) (t) 
PLAE = (U+ k) Le) -( +8 + u) ae) 
fpe LA) =U k) 4) LAE- k ui! E) E k Dae) 
Dol ()=QU+k)-1+ 4) La- k E E) U E) 
re EE (il (t)-(3(1+k)-1+ ut ui) SE 
(+k)3(1+k)+2u +1) L (0) (1+ 4 X1+k +10), Al 
—(G3(+4k)-1+uX1+k+ u) (t)+ 
> PA (t) PLI (=| UE El 2u +1) Halte UE + k + DL) (t)+ 
+2(1+k -11+ k+ uL (t)- (+(+ k-11) (t) 
> PL) PL (t)=-(1+k+ u +11 + k+ uL) (6) + 202 + 1 + k+ u +1) (t) DE + k+ (e) 


s d , drk) o) E dr) @), 2 d? l Lob AG) =(1+ ke) 


2(u)r 
>t AMG 


Ainsi, il vient pour le terme C; de la série : 


ay GI O+ Lat EE) O- C ue) M (+ — au +1) (+1) 7-9) HO = 0 
P Gite LG) 
—2(u+1): Git 
+ Laux Ur Hit) 
+(4- ulu +1)-2y (u+1)-47 Us El lte) 
—(+k+u+1)7+k+ u) (0)+20+4)1+k+ u +1) (t) (1+ KI + k +1), O E 
-2 (p +1) (0+ KE eh + k + articles ben 
+(u +1) (EG +k)+1+4u) 14) (t) (1+ k e (t) (1+ k+ (ie) Gell 
+(4 -ulu +1)-2y (u+1)-47 (+K) LE) 
EE a@)-0+k+1+ u+ k+) (t)+ L 
+2(1 + kY L(+ (A - ulu +1)-2y (u+1)—-47 (1+ ED L (0) + (u +1)20 + Elei ac) lte) 
f UE Akalin! (E) (+k +1+ u+ k1) (t)+ }- 

H 


0 


<> 


(a+2(1+k+ u+1)(1+k)+1+ u—2y (2(1+k)+ u +1)) Al 
(1+ K\(I+ k+ uL ()+ (+k +1 u+ k1) (t)+ Ge 
Bee EE 
a, =(1+k+uX1+k) 
Posons Fr 2 (20 +k)+u+1) > auf) (à + Bey + e LE (+) 1()= 0 
Xk =2(/+k+u+1)(+k)+1+u 


Puisque le terme de la fonction de Laguerre ri) (p) doit s'annuler, il vient la relation de récurrence 
à trois termes : 


a, =(1+k+ u) +k) 
B. =—2 (2(1+k)+ u+1) 
x =2(1+k+u+1)(1+k)+1+ u 


Zap Dol ct: DU+Br+2)0 L) (t)+ 24 a L) ët d 
Wi 
© Sac LE) ()- Zi + By + 4x) C, T, DÉI Decani D =0 
k= T1 kI ET 


k=+00 
© DAC en Un Buet Xr) Ci + Caen) (0) + (— CET? IT TA nie +C a Ha) ()+C., a GES d 


k=-l+1 


C,=0 k < -l 
VO ET E dt -(4+ Bıy +xı)Cı =0 
dran —(2+ B,7 + Ta +a,Cy =0 


En introduisant le paramètre q, il vient : 


_(r+2k4-1+u)T+2k-1-u) 
4 


Hip IE B. =-2(r+2k) 


_(c+24+u+1)(r+24-1- u) 
2 


+u+l1 


C,=0 k<- 


CARTON —(2+B8,;7+2.)C., =0 
Cyr —(2+ BY + 4x) Ci + Cr =0 


Remarque : en appendice n°1 de ce document, « l'unilatéralité » du développement est confirmé 


par la propriété de la récurrence à 3 termes : %1Ck1 Län Br + Xr) Citer =0 qui conduit à ce 


que tous les coefficients du développement sont automatiquement nuls lorsque } < _,. Le monde 
mathématique est toujours bien fait ! 


Tout comme pour les fonctions d'ondes sphéroïdales allongées, la première conséquence de 
l'existence de cette récurrence est que l'on peut appliquer une méthode matricielle pour 
déterminer, lorsque y est suffisamment grand, et que l'on prend suffisamment de termes du 
développement, une valeur approchée de la valeur caractéristique À et une valeur approchée de la 
fonction d'onde sphéroïdale de première espèce par exemple. 


Mais là encore pour l'instant je laisse ce point de côté, essentiellement numérique, afin de 
déterminer tout d'abord les premiers termes de développement en puissance de 1/y. Pour cela 
supposons que la valeur caractéristique À et les coefficients C, se développement comme suit : 


DE | 
EK e Ca = Coo > Co =0 j>0 
PS sachant que ee J , 
c =" -j eg E kK#0=c,,=0 ke ou k<-j 
pT Say Ja 
j=0 


Et injectons ces développements dans la récurrence à 3 termes pour d'abord déterminer les deux 
premiers termes en y’ et y du développement de À : 


Ak Cka -(2 + By + X) Cı +a,C,ı=0 


j=+0 ` j=+%0 | j=+0 ` j=+%0 ` 
© Akn > Griy E | DE, VE tarta) Xor 7 +a, DNS y” =0 
j=0 j=2 j=0 j=0 
Termeen y’ >r, =0 
Termeen y —>-(ß, +r )y Cro =0—=7T, b =27T 
Voyons maintenant le terme en 1/y' pour j=0,1,.... 
j=+0 | j=+0 | j=+0 | j=+% i 
y: DIE es ST. V” +BY +X os yV” +a, Dos y” =0 
j=0 fe Zi J=0 
j=+% ` Î=+00 j=+00 kee j=+% , j=+% | j=+0 , 
È Akr D Cpi PE X Di: y” +, +8,)y Dc V” +X: Day y” [+a XO y” =0 
j=0 i=0 j=0 j=0 j=0 j=0 
tere As ij 
Comme 5X D Le: 77 = X D lie et T+, =-2(r+2k)+2r =—4k 
i=0 j=0 j=0 i=0 
j=+% Es j=+% = i=j j=+% SEN j=+0 Cu j=+% E 
È Ak X ai BIE y F IS Tics ji Ab Do MS Dés y” |+a@, Det y” =0 
J=0 J=0 Sei J=0 J=0 J=0 
izj 
Terme en V” > Akak; + Gen; — ace; HAK Cp ja — A Te =0 
Pen 
get i=j-1 
cr, + Kkr j T Cru; À De Cry, + XkCk, j T enr, T D De 
Cr = 0 = i=0 k>0 
E 4k 4k 
Cp Co.j Ci, Gij 
Terme k=0— QC; +Æ; Xoco; T; =0 >T; =- + +a 


Con Con Con 


Cela représente donc un système de deux relations de récurrence combinées, et si l'on normalise 
tous les coefficients c par le rapport : Cam/ Coo , alors il vient : 


—— si v- air 
7 H D 


- -u-1 
ja jst S si V-u impair 


T=)+l+uT=v v-u pair  T=v+l v-u impair 
{r+24-1+u)r+2k-1-u0) 


4 a, ={1+k+u1+k) 
B,=-2(r+2k S1p,=-2(21+k)+u+1) 
, ii u+1)(r+24-1 ege lu =+k+u4)+4)+14us th, es Alle u+) 
T T T 
2 
=l &;=0 j>0 Goal Kei 
i=j-1 i=j-1 
Ou H ur OIRR H XT, GI Ou (z AE CARRE SE GH 
EN Cam Ce So = SZ e k> 0 
Dan = > 4 4k 4k ` 
0,0 
rf L=Xx=f#, D= p= EDEA, a- (21(1+u+1)+1+ 4) 
T, =a; tae;  j>0 


J'ai vérifié cet algorithme de récurrence d'après le programme Mathematica élaboré par P.Falloon 
et j'ai retrouvé exactement les valeurs données par NIST Handbook of Mathematical Functions, 
30.9 Asymptotic Approximations and Expansions, Formules 30.9.4, 30.9.5 et 30.9.6, à savoir : 


T=V v-u pair T=V+] v-u impair 
PA AU CR 
Fe SE SE 
F,=27 N=- p dE (+r) 
IT, =-5rf -10r -1+2 (1+31°)- ut 
PT, =-r 6331$ +1141? +37-22(25+231?)+13 u") 
2T, =-6316-3401* -239 1° -14+104 h01 +231+3)-3 pl6+13r°)+2 u° 
IPT, =-r (527 1° +41391* +5221 1° +1009- u?(039 r* +3750 r? +1591)+ 5 °(03r° +127)-53 u°) 


Application de la méthode matricielle pour l'estimation asymptotique des fonctions d'onde 
sphéroïdales allongées et aplaties dans le cas d'une sphéroïdicité y très grande 


Le fait que l'on puisse envisager des développements asymptotiques pour les fonctions d'onde 
sphéroïdales allongées de la forme : 


Asymptote _ ps“ (x) = D EEN j S Cp: (x 27) l=v-u et v,uenN 
1 


k=- © 


2 


ou de la forme suivante pour les fonctions d'onde sphéroïdales aplaties : 


u k=+0 


Asymptote _ ps“(x) = D — x? P > C, (err) (274 - x))+(- Perte) (274 + x) 
k=l 


Le v—u pair 
l= 2 i et v,uenN 
GE v—u impair 


et que ces deux types de développement aboutissent à des relations de récurrence sur les 
coefficients de ces derniers, nous permet de formaliser la recherche de la valeur caractéristique À et 
des coefficients du développement comme un problème de recherche des valeurs propres et 
vecteurs propres d'une matrice tri-diagonale ou penta-diagonale de taille infinie. La simulation 
consiste alors à partir d'une taille finie suffisamment grande, de calculer et de classer les valeurs 
propres dans un ordre croissant (ordre défini sur des valeurs propres réelles ou imaginaire), puis 
d'augmenter progressivement la taille de la matrice pour atteindre le degré de précision souhaité 
sur chaque valeur propre ainsi obtenue. Les vecteurs propres donnent directement les coefficients 
du développement. 


Fonctions d'onde sphéroïdales allongées : commençons par la méthode matricielle pour la 
récurrence à cinq termes des coefficients du développement en fonctions paraboliques 
cylindriques : 


Cd CU +47 -4p +3421 2} +2142) -47l 21) + DC, + 
+Au(+2k+2)(1+2k+1)C,. +(1+2k+4)(1+2k+3)1+2k+2)1+2k+1)C,., 
Pour k=+1,k=+2,k= +3... 
C2 + Br Cr +h -alec tÊ, Cu ter C = 0 


4 
D: 
SS We 44477 -4u +3+2(1+2k) +2(1+2k)-4y(2(1+2k)+1) 
= 
4 
8,=u(l+2k+2)(1+2k+1) 


;  (1+2k+4)(1+2k+3\1+2k+2\1+2k+1) 
i 4 


La recherche de valeurs et vecteurs propres se développent sur une matrice de la forme : 


ô S 
Jl 44 ol 
EK Ek, 
"al Lal kri Mel Mai 
Iw. -20°)L]X.=0 M, = D, a A n A k 0 
0 Kä Bo Yo A En 0 EN 
0 CA bi Yı A E 0 


t 


X,=|C (OSOE Css C, vecteurs propres de M 


z una prb 
2 


œ 


L'algorithme est simple pour des valeurs v,u entières : 
- prendre une matrice de taille ( or: ) pour M suffisamment grand dont les indices 
2 2 


varient de cl à +M 


- calculer toutes les valeurs propres, sélectionner les seules valeurs réelles et les ordonner par 
valeurs croissantes, puis adjoindre les valeurs propres imaginaires non triées en première position 

- pour déterminer la valeur propre à sélectionner, on recherche celle dont la distance est minimale 
avec une approximation de la valeur propre À lorsque y grand (voir le développement en puissance 
inverse de y) 

- calculer le vecteur propre de la matrice correspondant à la valeur propre sélectionnée, alors les 
coefficients du vecteur propre, à une normalisation près sont ceux du développement recherché. 


Fonctions d'onde sphéroïdales aplaties: c'est une démarche similaire que nous appliquons à la 
récurrence à 3 termes des coefficients du développement en fonctions de Laguerre : 


(c+24-1+uXr+2k-1-u) 
x = 


a, =({+k+uY1+k) 4 
B=2((+k)+u+1) EE B, =—2(r+2#) 
dx =2(1+k+u+1)(1+k)+1+ u (t+2k+u+1)(t+2k-1- u) 

Hr S S +u+1 
C,=0 k<- 
(- (8:7+x:)-À) C,+a Cu = 0 
OC +(-(B7+%)-2À) Cr + ArnCru = 0 


La recherche de valeurs et vecteurs propres se développent sur une matrice de la forme : 


TEEN ds 0 S D > Sé Se 0 | 
CAR = (Baay + Xaa) CAR 0 
0 di = (Bay SR 4) Ou 0 e 
M, = 0 Dy — (87 + x) Wl 0 8 
0 WW -(B7+x) a 0 $ 
Va 0 a; -(Br+%) di 
0 


=0 X, =lCS e CCC C, vecteurs propres de M 


(M. Acht IN. 
L'algorithme est simple pour des valeurs v,u entières : 

- prendre une matrice de taille (M+1,1+-M+1) pour M suffisamment grand dont les indices varient 
de -I à +M 

- calculer toutes les valeurs propres, sélectionner les seules valeurs réelles et les ordonner par 
valeurs croissantes, puis adjoindre les valeurs propres imaginaires non triées en première position 

- pour déterminer la valeur propre à sélectionner, on recherche celle dont la distance est minimale 
avec une approximation de la valeur propre À lorsque y grand (voir le développement en puissance 
inverse de y) 

- calculer le vecteur propre de la matrice correspondant à la valeur propre sélectionnée, alors les 
coefficients du vecteur propre, à une normalisation près sont ceux du développement recherché. 


Commentaire sur la résolution numérique : l'implémentation sous Mathematica est assez simple, 
il convient pour autant de ne pas choisir une valeur M trop importante, car dans ce cas il y a une 
certaine instabilité dans l'estimation des fonctions de base (paraboliques cylindriques ou Laguerre). 
Lorsqu'à l'inverse M est faible alors les approximations auront tendance à reproduire les 
développements des valeurs caractéristiques et des coefficients du développement en puissance 
inverse de y. Il se trouve que les développements ne sont valables que lorsque y est suffisamment 
important, par exemple y> 25. Le choix de la valeur de M est donc médian, ni trop petit, ni trop 
grand. Je donnerais à ce propos deux exemples de graphe dans le cas des ondes sphéroïdales 
allongées et aplaties, en les comparant avec les constructions numériques des mêmes fonctions 
sphéroïdales à l'aide des fonctions associées de Legendre. 


Une fois les coefficients du développement estimés numériquement, il convient d'établir les valeurs 
des dérivées premières et secondes des fonctions asymptotes : 


u(x, y? )= Siem (x 2y ) 
Be 


k=+00 
er) Ec hrr- Ci Met ra x) 


u'(x,y?)= Feler Daal 2y)- Y Dir 27) 


frs 
2 


nn Re (27e r0- x) -2 7 (Ne D (27 (+ x))+ 
E (x, y )= KS k 


E +y eT 2y- ele CUP "le "rel (27 (+ ell 
k=+00 3 
u'(x,y?)= > e (+y x?) Dral 2y )- 2x427? Du 2y)+2y Duara scil 
k=-| A 
2 


Ae IESSE a a Ne 700 (27 (1 x) + 
k=+00 

v'(cr?)= D Ci +4 re LES Cra) +4 7 CO) er COLE 7 + x))+ 

EE Ce Or 7x) 

Asymptote _ ps WË dÉ (= x u(x, y?) 

Asymptote _ DS. WË Cl Da x? E vx, y? 

-ux D -x° Ëss, y?) 

— u X D — x? E DÉI y?) 

Asymptote _ pst” (x,y 2)=(1- x} ut '(x, y St nu sel e Ë'ieete sz pel ef allt —ezlS" u(x,y°) 


Asymptote _ ps#”(x,— y?)= D- x? J2 v''(x, y? aux fix vx y2)-ui+x Qu) zl?" v(x,7°) 


Asymptote _ Dei (x,y 2)= (= x} (x, y? 


Lun 


Asymptote _ ps” (x,— Cl Rz A GË 


Présentons donc des graphes illustratifs d'une fonction d'onde sphéroïdales allongées, pour les 
valeurs "a us) y =34 M =15 : 


WaveSpheroiïdalPS{v,u,y,x) scale2 
scale1 


— ParaboCylindSpheroidalPS(v, y, y, x, M) 


Dans ce cas les deux facteurs d'échelle pour réaliser la comparaison des deux fonctions sont: 


scalel = ps” (0.5) développement en fonctions associées de Legendre 


scale2 = Asymptote _ ps“ (0.5) développement en fonctions paraboliques cylindrique 


Lorsque qu'avec le calcul des dérivées premières et secondes on reproduit l'équation différentielle 
des ondes sphéroïdales on obtient la forme du graphe suivant avec les paramètres suivant, 


v=5 u=1 y=34 M — 20: 


AA N 
e 


Les graphes illustratifs d'une fonction d'onde sphéroïdales aplaties, pour les valeurs : 
v=5 u=3 y=24 M=Is: 


0.99 WaveSpheroïdalPS{v,u,i y,x) scale2 
scale 


— LaguerreSpheroidalPS(v, y, y, x, M) 


-1.0 f 1.0 


Dans ce cas les deux facteurs d'échelle pour réaliser la comparaison des deux fonctions sont: 


scalel = ps” (0.8) développement en fonctions associées de Legendre 


scale2 = Asymptote _ ps“ (0.8) développement en fonctions généralisées de Laguerre 


Lorsque qu'avec le calcul des dérivées premières et secondes on reproduit l'équation différentielle 
des ondes sphéroïdales on obtient la forme du graphe suivant avec les paramètres suivant, 


v=5 u=3 y=24 M=15: 


4.x 10° 


la AA aa 
ua Y Vum 


-4 x 107 


Dans les graphes précédents pour comparer les deux fonctions j'ai calculé numériquement les deux 
facteurs d'échelle nécessaires, mais cela se rapporte in fine à la question de la normalisation des 
fonctions définies par leur développement asymptotique. Il convient donc d'aborder la question de 
la normalisation des fonctions asymptotes. 


Normalisation des fonctions asymptotes développées en fonctions paraboliques cylindrique ou 
fonctions de Laguerre 


Il convient effectivement d'imposer une normalisation aux fonctions asymptotes afin qu'elles 
suivent celles imposées aux fonctions sphéroïdales tant la normalisation de Meixner & Schafke, de 
Flammer ou celle de Chu & Stratton. Dans les chapitres suivant j'aborderais des cas concrets de 
calcul des normes en fonction du degré d'approximation asymptotique choisie (en puissance 
inverse de la sphéroïdicité y). 


Cas des fonctions d'ondes sphéroïdales allongées (fonctions paraboliques cylindriques) 


La formule asymptotique s'écrit : 


Asymptote _ psý (x) = D EEN D E (x 2y )= D AT T ES S CDs (x 2y ) 


DE | a | 
2 2 


Avec C, = l=v-u et v,uenN 


Ce développement lorsqu'il est décliné par puissance inverse de y peut être directement calculé à 
l'aide de formules de récurrence (voir plus loin dans ce document, développement de Do.Nhat), 
revêt la forme suivante : 


Asymptote _ ps, (x, y? ) = D =x? E Co 5 77 zD (x27) 


j=0 S 
gd EEN 


Le rapprochement des deux expressions nous donne la forme du développement formel en 
puissance inverse de y des coefficients Cx: 


k=+00 foto 


DC (x 27 )= 2 y” ee 
J= 


van i=—2 j 


e Se g d Se = SO Dn (J27 )= E 2e Ju 
e 


ei SS ST i <2j v— e v—u 
ge DH frs) SE 
Lë KEE mg Xx; = O0 si H >2j 
= Je avec 
NS — A put si |k|<2j 
æ = 
j=+00 SR Dä j=+0 B Bi ien 8 Bi j=+0 
Ge ff GE (EF Gase" 2 y GH CS E GEN 
ja jal jal J- 
=> r 
25 Zeien es ten Si 2e j=+% Ae d j=+%0 z 
GEO vn de o S 
j=2 j=2 j=2 j=2 


Si l'on impose la normalisation de Meixner & Schafke : 


2 (v+u)! 
2v+1(v-u)! 


Lisa" = fax(aomprre_ perf = 
SI zà 


Il vient une contrainte de la forme : 


Io (Asymptote _ ps! (xy) = =(C, y Jal- SH mn. Jl ` EA (v +u)! 


2v +1 (v-u)! 


u(x)= KE D pal) > (Y Jah- x(u aN = 2 (v+u)! 


En posant : G à Se ` ES 
E ER A BE E ae E 2 (v+u)! 
Puis X 27 Le e z) ( ( )) 2v+1(v-u)! 


D'après le profil des fonctions paraboliques l'auteur R.Sips fait l'hypothèse que l'intégrale peut être 


étendue à -> et +œ, soit: (Co) fa ZE wer - 2 _(v+4)!, Avant même d'injecter un 
2y 2y 2v+1(v-u)! 


développement de la fonction u(x) en puissance inverse de y, on peut également injecter le 
développement initial : Le. | fas ta P mp ) = 2 v+u), 


2v +1(v- u)! 
Ce ee a es 
Sa Le 2,2 CC EE EE 2v+1(vV-p) l=v-u 
kB 


2v+1 (v—u)! 


C k=+00 =+ ~ [re 7 2 \4 2 1 
a o) > S Fa E fa X h Ke z) D. u+2k E ID. u+2k; E )- S S ol 
2 F2: 
z 


E i zy e : 47 v+u)! 
> CG = 5 2 (ae k faz e D, TE (z) 


2v +1 (v-u)! 


Comme u est entier, cela revient à connaître les expressions analytiques d'intégrales de la forme : 
Í AXZ? Dp en Dran E) Ces dernières intégrales se calculent avec la récurrence suivante dès 


lors que tous les paramètres sont effectivement entiers positifs ou nuls : 


Posons Ip(k,m,n)= f dXX "D, (&)D,(&)=p(k,n,m) 


Ip(0,m,n)= lie n! Om 
Ip(l,m,n) EISE: (n! Ô myin + M! Spana) 
Ip(k,m,n)=Ip(k—-1,m+1,n)+ Ip(k-1,m,n+1)-(k—-1)Ip(k-2,m,n) k>1 


k,=+0 k=to | 7 +00 2 YA ` , 
Et dans l'expression: 3 > al f SIE EEN H tous les indices n ou m 


sont toujours positifs ou nuls. 


Précédemment dans ce document nous avons prouvé par récurrence que pour le développement 
u j=% GI 3 x 

de Do.Nhat de la forme: symptote_ ps“(x,y°)}=(1-x°}°c, Sy" DE Dial Gi (voir article 

j=0 i=-2 j 


« 1999, Asymptotic expansion of the Mathieu and prolate spheroidal eigenvalues for large 
parameter c »), les divers coefficients o. données s'annulent effectivement pour la condition 


donnée l+2i<0. 


=2j 


SS E DE 


D i 
Asymptote _ ps! (x, y? ) = D x? E ie e? 
Dans ces conditions la formule : JE i=j ne 


comporte jamais de fonctions paraboliques cylindriques d'indice négatif et la constante de 
normalisation Co peut donc parfaitement se calculer. Le développement de Do-Nhat s'écrit donc : 


en 


Asymptote Seil > LD Fr, 27” SE, EE 
H 


j=0 ; | 
i=Max| -| — |,-2 
( 2 S 


Par extension le développement du type : 


Asymptote _ Dei (x) — D — x? j Ci SÈD (x 27 ) 
1 


IS E 


2 


l=v-u et v,uenN 


se limite donc aux seules fonctions paraboliques cylindriques d'indice positif ou nul, et dans ce cas 
la constante de normalisation Co peut également parfaitement se calculer sous la forme : 


—1 


k=+o k3=+00 +0 2 WÉI 
, Ps eet D 2 a 4 +u)! 
C= z >. CC | fa x h: = z) Doron E )D, we E ) eee 


2v +1 (v-u)! 


C'est d'ailleurs ce que nous avions supposé dans ce chapitre sur la normalisation des 
développements asymptotiques. 


Avec la normalisation de Flammer, ce processus est beaucoup plus simple : 


n-m pair Asymptote _ ps” (o, Cl ps; DËM 
n-m impair Asymptote _ ps""(0,7°)= zelt 


étant donné que les valeurs des fonctions paraboliques cylindriques en x=0 et celles de leurs 
dérivées premières sont les suivantes : 


1+2i H 
l=n-m pair D,,::(0)=2 2 vz - D,(0)= 2? vz 
1 l+2i UE 
bn E 
1+/+2i 1+7 
l=n-m impair D,,:1(0) =0 KÉN a2 a L ER D,"(0) =-2? i 
eg 1 


=+00 m 2 
l=v-u pair Asymptote _ ps“(0,y°)= Ch-vb 5 CD, (0) = Ci = PS Cr ) 
Gg SE k=+0 | 2! 
2 
GENEE EH 
GE 
e . i 2 De CG REN 
l=v-u impair Asymptote _ ps! DÉI )= 2y Ch x IR KE (0) > C = 
oi l+ k=to | 2% 
2 Ree: 
FA EG Za 
2 


Cette constante de normalisation est donc parfaitement définie car la fonction F ne présente aucun 
pôle. 


Cas des fonctions d'ondes sphéroïdales aplaties (fonctions de Laguerre) 


La formule asymptotique s'écrit : 


u k= 
Asymptote _ ps (x.y? ) = -x = dp > C, (e vr) (27 (1 — x)) + (- Dre EIS x) 


k=-1 


KoH VU pair 
l= 2 i et vue 
SS VU impair 


Si l'on choisit la normalisation de Meixner & Schafke : 


2 (v+u)! 
2v+1(v-u)! 


Ja (ps! (x-y 2 I = Ja (Asymptote _ ps} (x-y S I = 
W SI 


Il vient une contrainte de la forme : 


+1 +1 k=+00 
af ai = KR -xÝ S (o-r0-x)r(u) L 0) 7) g 2 bz ol 
Le (Asymptote _ ps! (x, y ) Zeg Ia x } be Lk Le (2y(1 x))+( 1) e Lu) ) (2y(1 + »)) - NT E u)! 


Avec C, = Ce 
Co 


Pour calculer cette intégrale réalisons le changement de variable : 


A M ezeli 
2y 2y 4y 


Il vient : 


r= Jay (Sean era- er era al 
-ofal -y EEk 0-9 (2y(1- x) + (1e EEN 


k=-1 


1 © Se Vi Ans TI SZ (À >] 2 
Gel ZTelS el nee H ef 2) 
Vo ay e k= y 
1 2y z u k=+00 j ar) D 2 
ra Ke al 4 v-u 4 
-fashi Z) e E al eeo a ai- 


Dans cette dernière intégrale on peut considérer que la contribution du terme 


a 4y aT 


l+k 


{ef X ) à n'importe quel ordre de puissance de 1/y est négligeable. Et l'intégrale est 
4y 


d 1 2y DW E Hor 2 LES Ke 2 au. loi IP z 
de la forme: fe E >] aa) . Dans ces conditions l'intégrale est 
d SC 


Kaka co 


1 Kc -X Ces 7 Ke 
paal Joly Zero 


approximativement égale à : Y à 2 A H 


Comme u est entier cela revient à évaluer une série d'intégrales où les paramètres n,m,p sont tous 
entiers positifs ou nuls de la forme d d ZZ e7 LTL). En notant ces intégrales sous la forme : 
0 


Pp 


1m, p)= [EIA POE) 
0 , on peut établir que : 


"1 x 1 -a+l) T Fe > 
ere | ee ) Tle) Æ(-La,a-m;m+1,a-m-p})= Lim farine) tp) 
0 PET? 0 


Ces dernières suivent une relation de récurrence : 
_(m+p)! 
I(0,m,1, p)= p! Ô, p 


I(j+1,m,l, p)=(21+1+m)I(j,m,l, p)-(1+DI(j,m,1+1, p)}-(m+1)I(j,m,1-1, p) 


Donc toutes les intégrales de l'expression | sont parfaitement définies 


1 k=+0 Kai 


E E = WÉI ; : 

č č faz|1- X | zre" (F) (x) et la constante de normalisation se calcule 
ye" en r k 4y (ET 1+k;, 

comme suit : 


dÉ KE jet?) zre I) CO, of" ERT 


k=l k=l 2v +1 (v-u)! 
Prenons le cas le plus simple où u=0, alors : 


co 


faz -x e” 0 


(ER 
0 


to So œ 1 2 d 2 k= s SC? 
C e*L0) ( ZO 2 | SS d Č 
"Ss (ES = Ee GIE ge Ze S E 2v +1 d 2v +1 e l k j 


Gut, (E) = (0,0,1 + kisl +k, )= ôns, 


Si maintenant la normalisation de Chu et Stratton est choisie, au demeurant plus adaptée au cas 
des fonction d'ondes sphéroïdales aplaties : 


Lim D — x? ys Asympote _ ps (x.y? ) = Lim D — x? yz PSE (x,-y°) 


Avec le développement : 
D k=+00 


Asymptote_ sek Gt À E Ek gëllt e oyla) 


k=-l 
Il vient en négligeant le terme exponentiel décroissant Exp[-2y] 


D k=to 
2 


ee k=+o 
pere )=c D berg pelen gtske ES om 
k >? k=- 


En appliquant la valeur du polynôme de Laguerre en x=0, il vient : 


Lim D Y? sel 7?) Lim (x)? ps” (x y?) 
I) (0) = CU +k+ U+ 1) C, — x> Va Ga T(u 1) DS SE 
S TU zt: ULnuz) Kl vom) SZ T(+#+u+1) 
k=l as Fan K T(/+k+1) 


Je vais maintenant dans les petits chapitres suivants développer diverses démarches entreprises 
dans la littérature pour évaluer ces développements asymptotiques dont on vient de parler, et 
notamment également des développements alternatifs.Il y sera également question justement de 
la normalisation des fonctions asymptotes. 


Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales angulaires de première espèce lorsque 
le paramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales allongées, formule de R.Sips et _T.Do-Nhat, 
« pseudo-normalisation » de J.Meixner etF.W.Schafke 


En compulsant l'ouvrage J.Meixner.F.W.Schafke e Sphaeroid_funktionen a chapitre 3.2 page 243, 
ainsi que les articles de 1949 et 1959 de R.Sips « REPRÉSENTATION ASYMPTOTIQUE DES 
FONCTIONS DE MATHIEU ET DES FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES-I » et « REPRÉSENTATION 
ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS DE MATHIEU ET DES FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES-II » , et 
plus récemment l'artice de 1999 de T.Do-Nhat e Asymptotic expansion of the Mathieu and prolate 
spheroidal eigenvalues for large parameter c », on trouve la formule asymptotique de la fonction 
sphéroïdale de première espèce, respectivement à l'ordre O chez J.Meixner.F.WSchafke, à l'ordre 2 
chez R.Sips et à l'ordre 5 chez T.Do-Nhat. 


Les formules successives mettent en jeu les fonctions paraboliques cylindriques (et ce de manière 
assez similaire aux formules asymptotique pour les fonctions de Mathieu) aux divers ordres . Par 
exemple à l'ordre 0, on écrit : 
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L'approche la plus aboutie est donnée par T.Do-Nhat dans « Asymptotic expansion of the Mathieu 
and prolate spheroidal eigenvalues for large parameter c », où le développement prend la forme 
suivante : 


l=n-m 


m j=+0 Side 


ps” (x,y? )= Asymptote_ ps"(x,7°)= Ch È 77 A DE ) 
zo 2j Co 


Co est une constante calculée de manière à ce que la forme asymptotique respecte la normalisation 
de la fonction sphéroïdale. Par exemple jusqu'à l'ordre 1 il vient : 
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Ces coefficients à l'ordre 1 en y donnés par T.Do-Nhat en 1999 sont les mêmes que ceux donnés 
antérieurement par R.Sips en 1949 et 1959 à 40 ans d'intervalle. 


Toutefois dans l'article de 1999 de T.Do-Nhat, l'estimation de la constante Co n'est pas donnée 
tandis que dans ceux de 1949 et 1959 de R.Sips « REPRÉSENTATION ASYMPTOTIQUE DES 
FONCTIONS DE MATHIEU ET DES FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES-I et Il» le mode de calcul est 
explicitement donnée. En l'occurrence la normalisation des fonctions sphéroïdales de première 
espèce est la suivante : 


ENS AF? 


En supposant la forme asymptotique donnée par les trois articles successifs, on peut formellement 
écrire avec la constante C, de normalisation : 
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Substituons maintenant la fonction u par son développement en y : 
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Voyons ce que cela donne à l'ordre 0: 
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Or R.Sips remarque dans son article e 1949, REPRÉSENTATION ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS DE 
MATHIEU ET DES FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES-I, page 116 » que les bornes d'intégration 


DE e 
peuvent être étendue à l'infini car l'erreur commise est de l'ordre de de y | soit plus faible que 
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27 —00 
assertion peut aisément être vérifiée numériquement et elle est une approximation très fiable. On 
arrive donc à l'estimation de la constante Co: 
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Avec l'astuce d'extension du domaine d'intégration à l'infini, il est virtuellement possible de calculer 
toutes les intégrales. R.Sips en donnent un extrait jusqu'à l'ordre 2, mais nous allons pour l'instant 
nous restreindre à l'ordre 1 : 
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On a vu qu'à l'ordre 0, Col, à l'ordre 1, il vient (voir les coefficients dans l'article de T.Do-Nhat 
« Asymptotic expansion of the Mathieu and prolate spheroidal eigenvalues for large parameter 
c»): 
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Cette dernière estimation de l'intégrale donne le même résultat lorsque m=0. Pour l'avoir tester 
numériquement à l'ordre 1 et pour des valeurs de y pas trop élevé (comme y=15 par exemple), il 
existe une meilleure approximation de l'intégrale qui rajoute quelques éléments d'ordre 2 en y, 


pour la valeur m=0, là où n=l, comme suit : 
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L'estimation de la constante devient alors : 
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Soit une estimation à l'ordre 1 de la fonction sphéroïdale angulaire m=0 : 
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Selon l'article de T.Do-Nhat « Asymptotic expansion of the Mathieu and prolate spheroidal 
eigenvalues for large parameter c » : 
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Ces coefficients à l'ordre 2 en y donnés par T.Do-Nhat en 1999 sont les mêmes que ceux donnés 
antérieurement par R.Sips en 1949 et 1959. Soit pour m=0 : 
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L'estimation de la constante de normalisation devient : 
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On parvient à une estimation de la fonction pour m=0 à l'ordre 2 en y de la forme : 
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Donnons maintenant une estimation de la fonction et de la constante de normalisation à l'ordre 2 
lorsque m n'est pas nulle : 
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Les constantes calculées Co et c sont exactement celles communiquées dans les articles de 1949 et 
1959 de R.Sips « REPRÉSENTATION ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS DE MATHIEU ET DES 
FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES-I et H a. mais la constante c; diffère de celle de R.Sips par un 
facteur 2. Mais pour l'avoir testé numériquement à partir d'une évaluation asymptotique cette fois 
à l'ordre 2, il y a bien une erreur dans l'article de R.Sips, reproduite tant dans l'article de 1949 que 
celui de 1959. 


L'estimation à l'ordre 2 en de la fonction sphéroïdale est alors la suivante : 
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Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales anqulaires de première espèce lorsque le 


paramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales allongées, formule de R.Sips et T.Do-Nhat, 
« pseudo-normalisation » de Flammer en x=0 


Selon les formules précédentes, la fonction asymptote se présente généralement comme suit : 


l=n-m 


Asymptote _ ps" (x,y°)=C, D- x} 2 Dick? 
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Avec pour m=0 les seuls composants d'indice multiple de 4 demeurent : 
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La normalisation commune proposée par Meixner & Shafke contraignait la fonction asymptote à 
respecter la valeur suivante de l'intégrale : 


jal Asymptote _ ps, He Y = 2n+1(n- sl 


Il est également parfois d'usage d'établir une « pseudo-normalisation » respectant l'identité des 
valeurs en x=0 ou de sa dérivée première : 


n-m pair Asymptote _ ps” (o, y? )= ps? (o, y?) 
n-m impair Asymptote ` ps""(0,7°)= ps”"(0,°) 


étant donné que les valeurs des fonctions paraboliques cylindriques en x=0 et celles de leurs 
dérivées premières sont les suivantes : 
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La valeur de la constante de normalisation est la suivante : 
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Dans l'article de 2004 de B.E.Barrowes.K.O’Neill.T.M.Grzegorczyk.J.A.Kong, « On the Asymptotic 
Expansion of the Spheroidal Wave Function and Its Eigenvalues for Complex Size Parameter » c'est 
ce type de pseudo-normalisation qui est conseillée mais en substituant aux valeurs de la fonction 
sphéroïdale en x=0, ceux de la fonction de Legendre associées, soit en se basant sur une 
normalisation de Flammer pour la fonction sphéroïdale. Dans ce même article c'est aussi la même 
normalisation qui est appliquée pour les fonctions sphéroïdales aplaties, ce qui ne me semble pas 
approprié. 


Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales anqulaires de première espèce lorsque le 

aramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales allongées, formule de J.Meixner & FEW Schafke 
« pseudo-normalisation » de J.Meixner & EW.Schafke ou « pseudo-normalisation » de Flammer à 
l'origine x=0 


En compulsant l'ouvrage J.Meixner.FEW.Schafke « Sphaeroid_funktionen »,chapitre 3.91, page 317, 
on a également une formule asymptotique condensée des fonctions sphéroïdales angulaires : 
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Soit encore : 
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Je pense que les formules reproduites dans l'ouvrage ne sont pas tout à fait exactes. Je me suis 
donc permis de modifier les constantes multiplicatives de manière à prouver l'intention de 
normalisation de l'asymptote de la fonction sphéroïdale angulaire. En effet considérons la valeur 
de la fonction asymptote en x=0, ou la valeur de sa dérivée première en x=0, il vient : 
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n-m pair Asymptote ps” (o, y? )= ps” (o, y?) 
n-m impair Asymptote ` ps""(0,7°)= ps""(0,7°) 


On peut donc conclure que les formules données par J.Meixner et FW.Schafke sont normalisées de 
manière à ce que l'asymptote suive la règle énoncée d'accord de la valeur en x=0 (n-m pair) ou de 
sa dérivée première (n-m impair). 


Il est difficile de trouver la motivation théorique des résultats présentés sans véritable 
démonstration dans l'ouvrage J.Meixner et FWSchafke, toutefois en cherchant activement j'ai 
trouvé un article de K.Krickeberg de l'année 1955 qui évoque explicitement la méthode employée : 
« Uber die asymptotische Darstellung der Aufspaltung von Paaren benachbarter Eigenwerte der 
Differentialgleichung der Spharoïdfunktionen », même si dans l'article la méthode s'applique aux 
système sphéroïdale aplati. 


Partant de l'équation d'onde sphéroïdale en coordonnées allongées : 
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Nous supposons la forme asymptotique de la caractéristique À : 
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Et recherchons un « ansatz » de la solution sous la forme : 
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Et de la formule de correspondance entre la fonction de Whittaker M et la fonction parabolique 
cylindrique : 
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Tenant compte de l'équation différentielle des fonctions de Whittaker, il vient : 
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En injectant la dérivée seconde de u dans l'équation de fonctions sphéroïdales, il vient une 
équation différentielle non linéaire de degré 3 pour la fonction n(x) : 
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Si maintenant pour le changement de variable on injecte un développement perturbatif avec la 
contrainte d'annulation n(x)=0 en x=0, de la forme : 


n(x)=yn.(x)+n(x)+ ms), S 
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n(0)=0= n.:(0)=0,m,(0)=0,m(0)= 0... 


Il suffit de ne retenir successivement que les puissances de y les plus grandes et de les annuler pour 
obtenir les équations différentielles successives de la fonction perturbative. Il vient : 
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La valeur de la troisième fonction est plus complexe à trouver, mais grâce à Mathematica, il vient : 
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En injectant ces expressions dans la solution proposée par Meixner, moyennant une constante de 
normalisation CO que l'on a déjà estimé à l'ordre 1, je vais expliciter plus précisément les calculs : 
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En appliquant les valeurs de la fonction parabolique cylindrique en 0 pour les cas pair et impair : 
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Les valeurs des deux constantes CO et C1 calculées à l'ordre 1 illustre bien le processus de calcul à 
l'oeuvre. Plus généralement on écrira pour ces deux constantes à l'ordre 2 : 
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Il vient pour l'ordre 2 : 
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Il vient donc comme formule finale à l'ordre 2 : 
Soit encore : 
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La formule précédente n'utilisant manifestement pas la normalisation commune aux fonctions 


sphéroïdales (même corrigée par mes soins), il vaut mieux partir d'une forme dépendante d'une 
constante de normalisation : 
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Si nous appliquons la normalisation des fonctions sphéroïdales angulaires, nous devons calculer 
une intégrale du type : 
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Si nous appliquons la normalisation des fonctions sphéroïdales angulaires, nous devons donc 
calculer à l'ordre 0 en 1/y, l'intégrale suivante : 
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Etant donné que nous devons respecter la normalisation : falos”) 2 (n+m)!_ Alors la 
Si É 2n+1(n-m)! 
constante de normalisation à l'ordre 0 en 1/y se calcule comme suit : 
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Pour un calcul à l'ordre 1 en 1/y, repartons de la formule de base de l'intégrale : 
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sachant les dépendances fonctionnelles suivantes : * =! ni det 2710) la définition de 
la fonction inverse &(u) est finalement assez simple : 
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Cela donne donc une estimation de l'intégrale suivante : 
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Soit la constante de normalisation : — 7 HIE AE 
° (æ) (n-m)! V 2n+1 


Compte tenu de la parité des fonctions sphéroïdales angulaires suivant (n-m), cela donne 
l'évaluation asymptotique suivante à l'ordre 1 de 1/y: 
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Pour la norme d'ordre 1 en 1/y, une autre façon de calculer l'intégrale est de considérer u comme 
fonction de £ et inversement : 


Soit : 
x? =1-é° (u)  u(£)=/2yn() 


EE BEE dn ` u Si T (E'u)? D. (u) 
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Cela donne : 
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Pour la norme d'ordre 2 en 1/y: 
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Pour pouvoir calculer e facilement a les expressions, soit € en fonction de u. L'expression € =f{u,£) de 
départ agit comme une règle de remplacement € ->f(u°,€). Il est plus commode de calculer cette 
règle de remplacement avec la variable t=1- £=f{(u?,t) car t est lui-même d'ordre 1 en 1/y, et dans 
ce cas on doit travailler à l'ordre 3 (2+1). On injecte successivement l'expression f(u?,t) en ne 
retenant que le développement d'ordre 3 final. Ce calcul peut être facilement automatisé avec 
Mathematica, mais également à la main car le principe de calcul s'en trouve simplifier dans 
l'expression de t par elle-même en puissance de 1/y : dans le terme d'ordre 3, le développement 
jusqu'à l'ordre 1 de t, dans celui d'ordre 2 celui d'ordre 2 de t et finalement dans le terme d'ordre 1 
celui d'ordre 3 de t ( mais pour ce dernier, le terme d'ordre 1 ne comprend pas 7, il reste donc 
invariant). 


On peut donc écrire : 
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J'arrive donc à l'estimation de l'intégrale suivante : 
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Cela donne une constante de normalisation de la forme : 
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Soit une évaluation asymptotique à l'ordre 2 de la forme : 
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Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales radiales de première espèce et deuxième 
lorsque le paramètre y est grand, développement de LW Mile: (1975), coordonnées sphéroïdales 


allongées 
Dans l'article de 1975 de JW.Miles « Asymptotic Approximations for Prolate Spheroidal Wave 
Functions » est donnée la formule asymptotique de la fonction sphéroïdale radiale de première 


espèce (pages 318 et 319, formules 3.2a,b pour &, 3.8b pour la fonction &, 3.11 et 3.12b pour la 
fonction radiale, par la partie réelle de la fonction de Hankel donnant la fonction de Bessel J) : 


te SC ET GC (r,x)= 8) AreTan(e(s) mn LEE) é(x) 
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Dans cet article (formule 3.8a) la valeur de la fonction fest déterminée précisément par l'intégrale 
suivante : 
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Dans l'article de J.WMiles, la fonction sphéroïdale de troisième espèce est précisément construite 
avec les expressions suivantes : 
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Cette dernière expression est également exactement donnée quelques années auparavant dans 
l'ouvrage J.Meixner.F.WSchafke e Sphaeroid_funktionen a, chapitre 3.9 page 317. 


A l'ordre 1 en 1/y, on a le résultat énoncé plus haut par J.W.Miles, à savoir : 
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Le résultat énoncé par J.W.Miles est une combinaison d'ordre 1 et 2 en 1/y. Si l'on réalise le 
développement strictement à l'ordre 2 en 1/y, il vient : 
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Voyons maintenant ce que cela donne à l'ordre 3 en 1/y: 
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On en déduit tout de suite les développements des fonctions sphéroïdales radiales de première et 


deuxième espèce, à l'ordre 3 en 1/y: 
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Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales radiales de première espèce et deuxième 
lorsque le paramètre y est grand, correction du développement de JW.Miles (1975), mise en 
cohérence avec J.Meixner.F.WSchafke « Sphaeroid funktionen », chapitre 3.9 page 317 formule 
(1), coordonnées sphéroïidales allongées 


Si l'on regarde de plus près la formule donnée par LW Miles n'est précisée qu'à l'ordre 2 en 1/y. J'ai 
volontairement étendu l'expression de l'intégrale définissant la variable Z aux ordres supérieurs. 
Toutefois c'est une « extrapolation » qui n'est pas exacte. Pour procéder de manière disons « plus 
rigoureuse », je vais utiliser une méthode de développement perturbatif pour déterminer les 
évaluation successive de la variable Zen puissance de 1/y. Suivons le raisonnement de J.W.Miles. 
Partant de l'équation d'onde sphéroïdale en coordonnées allongées (la valeur caractéristique est ici 
modifiée pour coller à l'équation 2.2 de l'article) : 
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d°y(x) dy(x) 

x? -l +2x +| -4 + x°? -——— |y(x)= 0 
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Et réalisons la transformation de variable et de fonction suivante : 
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La fonction u(é) est alors solution de l'équation : 
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Et recherchons un e ansatz » de la solution sous la forme u(é) : VS | KON EEY de telle 


façon que la fonction v(7) satisfait à une équation de type Bessel dans la variable g: 
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Si nous injectons l'« ansatz » dans l'équation de la fonction u en tenant compte de l'équation de la 
fonction vil on tombe sur une équation différentielle non linéaire du troisième degré pour la 
variable Z en fonction de €: 
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À =2vy +— B, +— B, + 
Nous supposons la forme asymptotique de la caractéristique À : Y Y 


Si maintenant pour le changement de variable Z, on injecte un développement perturbatif avec la 
contrainte d'annulation &(£)=0 en GO de la forme : 
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(0)=0= 6,(0)=0,6(0)=0,6,(0)=0... 


Il suffit de ne retenir successivement que les puissances de y les plus grandes et de les annuler pour 
obtenir les équations différentielles successives de la fonction perturbative. Il vient : 
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On voit par évidence que l'estimation de la fonction diffère à l'ordre 3 de l'expression que l'on a tiré 
de l'intégrale donnée par J.W.Miles : 
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J'ai calculé le développement jusqu'à l'ordre 6 en 1/y mais je ne donne les expressions obtenues, 
car trop complexes. Le résultat obtenu par comparaison avec celui de J.WMiles est légèrement 
meilleure. 


Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales angulaires de première espèce lorsque le 
paramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales aplaties, formules de J.Meixner, EW.Schafke, 
R.Sips et T.Do-Nhat, « pseudo-normalisation a de J.Meixner et EWSchafke 


En compulsant l'ouvrage J.Meixner.Æ.W.Schafke « Sphaeroid_funktionen », chapitre 3.2 page 246, 
ainsi que les articles de 1949 et 1959 de R.Sips « REPRÉSENTATION ASYMPTOTIQUE DES 
FONCTIONS DE MATHIEU ET DES FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES-I » et « REPRÉSENTATION 
ASYMPTOTIQUE DES FONCTIONS DE MATHIEU ET DES FONCTIONS D'ONDE SPHÉROIDALES-II » , et 
plus récemment l'article de 2001 de T.Do-Nhat « Asymptotic expansions of the oblate spheroidal 
eigenvalues and wave functions for large parameter c », on trouve la formule asymptotique de la 
fonction sphéroïdale de première espèce, respectivement à l'ordre O chez J.Meixner et F.W.Schafke, 
à l'ordre 2 chez R.Sips et à l'ordre 5 chez T.Do-Nhat Les formules successives mettent en jeu les 
polynômes de Laguerre. Par exemple à l'ordre 0 en y, on écrit : 
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Pour obtenir ce résultat, il faut s'assurer du respect de la normalisation des fonctions sphéroïdales 
angulaires, à savoir : 
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En supposant une forme à l'ordre 0 en y du type : 


Asymptote _ ps” (x,-y°)= GR D -x 9 fert- (2y(1 — let e7 (2y(1+ x))} 
ll vient : 


+1 +1 


= [aff ere" ep) = 2f dr) Ay- y) 


+1 


2y z m 
Posonsu=1-x fal- J A Wil (2y(1- x)} = hal: S el! 2yu) Puis X=2yu = y mfal- JE Vie A dal 
0 


DE 
e 
Or el Zeche lei Zlscien Ÿ = fa R"e (MEY = T(m+p+1)_(m+p)! 


4y p! p! 


> Jet - J ete KT x) Sé S (m+ p)! 


+1 


De même Léck - Feith H x)} = Jai H DN se "(12 (14 ll 


0 0 


u=2y(1+x)= x= 7 1> fax +)" (Lx) (re (2y(1+ x)} = ma D N z oj e" (1) z oc") 


0 


Et ch del P Ur Delt lte ls dater apr At 


a(m+p)! 2 Gt} ©, ai 
0 7" p! “2n+1 (n-m ) aasi (a-m mtp) 


L'approche la plus aboutie est donnée par T.Do-Nhat dans « Asymptotic expansions of the oblate 
spheroidal eigenvalues and wave functions for large parameter c », où le développement prend la 


forme suivante : 
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Comment calcule-t-on la constante de normalisation aux ordres supérieurs de 1/y. Pour 
commencer prenons l'ordre 1 : 
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Pour m=0, le calcul est plus simple, pour une évaluation de la constante de normalisation à l'ordre 
1en1/y: 


m 2 1 +E 

E + REN 
enee _(v+m)! Lä zstetet 1 S GE (v 1+m)! (+ a (+1+m 
Ge krett. Loscht lk ef bel (e ef KEEN 


| E = (v+1)! 
8 EEN l be A alt v+l+m 
SE DN SEH Jr Tal a bat: vil vz) | 
1 2 1 


A LEE) 
27 


Pour une valeur m quelconque, il faut pouvoir calculer les intégrales suivantes : 
H ul ck D m4 +E H ml +) + (TS 
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Alors que jusqu'à présent on calculait des intégrales du type : 
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Soit les nouvelles intégrales du type : 
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J'ai recherché dans la table des intégrales données par « A.PPrudnikov, Yu.A.Brychkov, 
O.I.Marichev, Integrals and Series - Volume 2 - Special Functions a. notamment la formule 
2.19.14.8 page 478 de l'édition anglaise. 
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J'ai alors étudié la limite avec Mathematica, et cela donne un résultat assez simple, que l'on doit 
probablement trouver ailleurs ou que l'on doit déduire d'une intégration par partie et d'une 
formule de dérivation ou de récurrence des polynômes de Laguerre : 
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Avec le même procédé, j'ai reconstitué la valeur de l'intégrale suivante : 
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En réalité dans un article de 1962 de H.J.W.Müller e Asymtotic expansions of oblate spheroidal 
wave functions and their Characteristic Numbers » j'ai trouvé la clé de calcul de ces intégrales. 


Partant de l'expression de l'intégrale suivante : f Hire E) = ER ar Et connaissant la 
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Et l'on peut continuer ainsi pour les intégrales de puissance supérieure. 


Les valeurs des intégrales recherchées sont donc les suivantes : 
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A l'ordre 1, l'intégrale de normalisation de la constante Co est donc : 
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Donc la constante de normalisation Co et la forme asymptotique s'écrivent finalement : 
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E GDE v+l+m)-(r-1) -m )v | 
14 ki GZ, m e 
287? r| -i 17 acte SÉ DE m Ìhe (+2) SR 
š v+l 


m 


ps” (x-y) Asymptote _ ps” (x, MË -1C D x E 


"Ta: 


ka eg? regele 


+ -1P -m Je) oyli- e y al. 


erkritt date We all 


Se éi 


Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales anqulaires de première espèce lorsque le 


paramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales aplaties, formules de _J.Meixner, FEWSchafke, 
R.Sips et T.Do-Nhat, « pseudo-normalisation a de Chu et Stratton 


Dans les développements de T.Do-Nhat donnés auparavant : 


n—m 


Si n-m pair v= 2 20 Si n-m pair T=n+l 
dE Posons T=2v+1+m Si SE 8 
Si n-m impair v=" 20 Ho S 
m r=+% s=+r À 
p ey ampe ber CN GP LE kritt At ern 
TË ee 


La détermination de la constante Cs est plus simple lorsque l'on applique la pseudo-normalisation 
de Chu & Stratton. Cette dernière « normalisation » est d'ailleurs plus adaptée au cas des fonction 
sphéroïdales aplaties : 


Lim (1 — x° je Asympote _ ps} (x, y? ) = Lim (1 — x° IS ps} (x, y? ) 


Xr SA 


A savoir en négligeant le terme exponentiel décroissant Exp[-4y] : 


DE fo) Ce "ect Lim (1-2)? ps7 (x7?) 


IT EE C, 
a 


ey EL E Ae rmo) 


r 
r=0 y S=-r Co 


En appliquant la valeur du polynôme de Laguerre en x=0, il vient : 


Tav +s+1(m=+1) j wel EE A, Ifv+s+m+l) 
E Ze 
r=0 D TEE 0 (v +s+ 1 (m T 1) 


1 (0)= T(v+s5+m+1) g Lim (=x)? ps” (x,7°) 


V+S 


Soit : 
f . n-m 
Re EE E 2 ay E n-m pair T=n+l 
Posons T=2v+1+m : f | 
CR a EE Si n-m impair T=n 
Lim -xJ ps" 7°) 
GET g A. I(v+s+m+1) 
lay" Fao C I +s+1(m+1) 
m 2 m 2 2 nE ei Su -y(1-x) r(m) n-m —y(l+x)r(m) 
pse (e-y°)= Asympiote_ psr- =al- Z D Ro y-a) E e (yli) 


r=0 —_„ J r>0>s+0 C, 
s=-t 
’\ r=0>s=0 


Voyons ce que cela donne dans les graphes des fonctions sphéroïdales et de leurs asymptotes. 


Pour n=8, m=1, y=35, à l'ordre 2 : 


— PS; allt, X) 
— AsymptoticSpheroidalOblateDoNhatNormOnePS(n, m, y, x, 2) 


PSnm(£Y, x) 
— AsymptoticSpheroidalOblateDoNhatNormOnePS{n, m, y, x, 2) 


1.00 


Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales anqulaires de première espèce lorsque le 
paramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales aplaties, formules de _J.Meixner, FEWSchafke, 
R.Sips et T.Do-Nhat, « pseudo-normalisation a de Flammer 


Par acquis de conscience, voyons comment se détermine la constante CO avec les développements 
de T.Do-Nhat pour une « pseudo-normalisation » de Flammer : 


. . n 
Si n-m pair v= 


Si n-m pair T=n+l 
Posons T=2v+1+m , ` : 
Si n-m impair t=n 


Si n-m impair v= 


ps” (x,-y°)= Asymptote _ ps” (x-y )=G l-2} E L 5 a k eg L (2y(1- x))+ (- 1y" e70 (2y(1+ x) 
EUX ae -r ,s+0 


à savoir : 


n-m pair Asymptote pe. (o, MÉ ps” (0-7?) 
n-m impair Asymptote ` ps""(0,7°)= zelt 


r= 


s=+r À 


SE Ar f | C= ps” (0 27 
2 z 2A C, a y) => 0 d Cu ) r=+0 s=+r A. (n) 
2e Or} Xe ZX "SE 


r=l s=-r,54#0 C 


Asymptote _ ps” 0-7? L Joe" da K(2y)+ 


Comme LOS), gere) BIC ay po x) 
Lt) =y e (et Ga) y oreg M rlx) 2 rl) 

E fene (oyli PARCS ECO ESS TOUT EST") 

= ft "alt aler (ylit eye A yl- 22 Lett y e alt alle 21 rl) 


Log y) ete GEO) - 2y e(t" (27) 3 gc 


dx De Së 
Et VmeN SEN 
dx 


= dAsymptote _ ps” (x.y) 
dx 


SA 


echt voam ELE À Lure] 


r=l s=-r,S#0 


x=0 


DIEN 


ae La El Le (terra) 


SE —r,540 0 


> Ci = 


La détermination de la constante de normalisation semble donc assez simple. 


Pour autant les résultats numériques ne sont pas aux rendez-vous lorsque l'asymptote est étudiée 
autour de la valeur x=1. Pour n=8, m=2, y=35 : 


100 


PSnm(£Y, x) 
— AsymptoticSpheroidalOblateNhatNormzZeroPS(n, m, y, x, 5) 


-100 


Pour n=8, m=1, y=35 : 


10 


Pä allt, X) 
— AsymptoticSpheroidalOblateNhatNormzZeroPS(n, m, y, x, 5) 


1 a 1 à ` à 1 r r n 1 
-0.010 -0.005 0.005 0.010 


Dës allt, X) 
— AsymptoticSpheroidalOblateNhatNormZeroPS{n, m, y, x, 5) 


-355x10ÈE 


-3.6 x10} 


Et pour n=8, m=1, y=35 : 


— PSnmliV, X) 
0.10 —— AsymptoticSpheroidalOblateNhatNormZeroPS({n, m, y, x, 5) 


D'après les graphes la « pseudo-normalisation » de Flammer est bien respectée, mais les fonctions 
différent notamment dans les intervalles de valeurs significatives autour de l'argument x=1 ! 


Comportement asymototique des fonctions sphéroïdales angulaires de première espèce lorsque le 
paramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales aplaties, formules de J.Meixner et EW.Schafke, 
page 318 de J.Meixner EWSchafke « Sphaeroid funktionen », formule 12 de la section 3.91, , 
« pseudo-normalisation » de Meixner & Schafke 


Dans l'ouvrage e Sphaeroid_ funktionen » les auteurs J.Meixner et EW.Schafke introduisent la 
variable € : 


n—m 


re . 8 à 

LR. 2 2y Si n-m pair T=n+1 
Posons t=2v+l1+m ’ | | 

RSR EE Si n-m impair T=n 


Ley leeë 2 1+x 1 l-m| 1 1 
=e el 2 } E 2 LA d 4 5 J 


Et la forme asymptotique suivante sur x €[0,1] : 


m+l 


(£ z =z ék) 
some pter) Gh- EO E ese 


Remarque : je n'ai pas reproduit ici le raisonnement qui a conduit J.Meixner et F.W.Schafke à 
formuler cette expression, mais il s'avère qu'après « re-calcul » à l'ordre 2, la variable £(x) n'a pas 
la même forme. Or dans l'expression ci-dessus le terme d'ordre 2 (en 1/y) ne s'annule pas en x=1, 
or c'est la contrainte imposée à cette variable. On peut donc en conclure que l'expression donnée 
par J.Meixner et F.W.Schafke est fausse. La forme que j'ai retrouvé est la suivante : 


n-m 


E Ee, POE NS 2 Se? Si n-m pair T=n+1 
i Posons T=2v+1+m si ` R 
Si n-m impair v= >0 EIET E E 
l+x) Lei 2 1+x\ 11+3x| 1-m°1-x 
x)=27(x-1)-7 Lo Lo H Eog 
Laa d 2 ) Heja d 2 ) 2 Se 4 =] 


Le développement limité de l'expression autour de 1 est alors : 


E(x)= (x 2 echt 1 2) olx 1}) 
OS EEN 


Entre autre cela confirme l'annulation de &(x) en x=1. 


Pour obtenir la valeur asymptotique sur tout l'intervalle [-1,1], il suffit de compléter la fonction par 
sa construction paire ou impaire suivant la parité de n-m. 


1 DEA 


2y 


Asymptote _ ps” (x, vk (-1)" Cl x 


1 


EEA EDE sta 


2y 2y 


Donc il nous suffit pour calculer la normalisation de considérer que la norme de l'asymptote se 
calcule sur le seul intervalle [0,1] : 


2 (n+m)! 
2n+1 (n-m)! 


ja (Asymptote _ ps? (x, y? IW = 2f dx (Asymptote _ ps? (x, y? IR z 
ʻi 0 


Il vient alors la nécessité de calculer l'intégrale suivante et de l'égaliser avec sa valeur de 
normalisation pour déterminer la constante Co : 


CET (pe em SCH eP il 


$ ~ 2n+1(n-m)! 


1—x 


I= En" Î& Cf et) rt) (-é(x)) Posons u =—E(x)— dx=- ” = x'(u)du E'(x)= ee 


ACTE ES a 40) x'(u) 
u(0)=-4(0) m+l (x (u Ip y 
= 1=(27)" du = e "Vill 
ele JESS (u)) l ) 
me u” (lu) - (n)(, E -1 | 1 (n+m)! 
=. = = u p” D I 2 
Supposons u(0) oly) et u(1) 0= 7 (27) Es e (u) e ( 5 (u)) et C, Set (a 8 sch 


Par ailleurs, on a établi la récurrence sur les intégrales suivantes : 


Ile [Er AER) ` eren 


0 


nn are eemol mva) t) 
0 | | 
Haal SH 
Ge " SEH Jl Bis " H 1 A (n+ S 8 1)! >41(1,m,v +1,v)=-(m+v +1) W S )! 
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2 2 
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v: 


A l'ordre O, la valeur de la variable fest particulièrement simple, n'offrant pas de problème de 
changement de variable dans l'intégration : 


E(x)=2y(x-1)= u =27(1-x)= x =1 LAPS PES E dÉ Cl 


E(x)=27 = u'(x)=-27 > x' : > x 
2y 


dn" 
me, UE) fn Pee és est 1 m+v)! 
un lge xor)” far E (Le faur zeen 
-1 1 (n+m)! e AND (n+m)! v! 
Cosi"? C =(2 
| FES ICE) nl o = Er) PDU 


Ainsi la forme asymptotique de la fonction sphéroïdale devient à l'ordre O sur l'intervalle [0,1] : 


2 (n+m)! v! 
2n+1(n-m)!(m+v)! 


Asymptote ` ps} (x-7? ) =(-1)" GG) (1+ EE (1- x)2 e70 m (2y (1—x)) 


Soit en développant sur [-1,1] : 


ai | ECTS ENEE ) 


Asymptote _ ps” GC (-1)"(2y) 2 4 
2n+1 (n-m)! (mtv)! | TEEN 


Voyons ce que cela donne aux ordres supérieurs, tout d'abord à l'ordre 1 : 


TE a el D (EEN Ah Gel Stiet 
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Passons à l'ordre 2 : 


1+x (lc 2 Lech 11+3x] 1-m°1-x 
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Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales angulaires de première espèce lorsque le 


aramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales aplaties, formules de J.Meixner, page 318 de 


J.Meixner EWSchafke « Sphaeroid funktionen », formule 12 de la section 3.91 , « pseudo- 


normalisation » de Chu & Stratton 
La valeur asymptotique sur tout l'intervalle [-1,1], du point précédent est de la forme : 


(EOP er ac 


2y 


a DE) 


2y 


Asymptote _ ps” (x, y?)=( (ch DE 


Que l'on soumet à la pseudo-normalisation de Chu&Stratton : 


eu 
2 


Lim D x) Asympote _ ps? (x, z )= Lim D -x yz ps? LG 


x>l P a 


A l'ordre 1 en y, il vient : 


ED=27(-D-rLo 2) os 2(1 


xl" xl 2y 2y 
m+ Tr 2 "L f: S _m+l P A 
= Lim ( He (+x) TEE y in) 2y(1-x E = C,(-1)"2 a TE L"(0) 
x] 4y 4y 
Si n-m pair va Mi 
Soit: |Si n-m impair v= 20 
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Avec la bonne expression à l'ordre 2 de la variable &(x): 


Hm 


Si n-m pair v= >0 | 
2 Si n-m pair T=n+l 

l Posons T=2v+1+m k . | 
Si n-m impair v= >0 i n-m impair t=n 


1+x)\ (lei 2 1+x)\ 11+3x| 1-m°1-x 
=2 1)-72L L E 
See el =) EE d =) 1>] 4 al 
Le développement limité de l'expression autour de 1 devient : 
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(x)z 27 1 sl d 
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2y 2y 


Soit une constante de normalisation Co égale à : 


m _m+l ' 5 
Lim D -x E Asymptote _ ps” GC Lim ©, (-1}"2 ? k Œ) S L")(0) 


xl 


Lim Di } 2 ps"(x 7°) 
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xl 
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g T(v+m+1) An ` 32y” 


Résumons donc l'approximation asymptotique à l'ordre 2 en 1/y: 


n—m 


2 
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20 


Si n-m pair v= Si n-m pair t=n+!1 
i Posons T=2v+1+m 
STE 
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Si n-m impair t=n 
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Motivation théorique du comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales angulaires de 
première espèce lorsque le paramètre y est grand, coordonnées sphéroïdales aplaties, formules de 


J.Meixner, page 318 de J.Meixner FEW.Schafke « Sphaeroid_funktionen a formule 12 de la section 
3.91 


Comme je le disais concernant le même type de formule asymptotique pour les fonctions 
sphéroïdales allongées, la motivation théorique des résultats présentés sans démonstration dans 
l'ouvrage J.Meixner et FWSchafke, se trouve dans un article de K.Krickeberg de l'année 1955 qui 
évoque explicitement la méthode employée : « Uber die asymptotische Darstellung der Aufspaltung 
von Paaren benachbarter Eigenwerte der Differentialgleichung der Spharoïdfunktionen », mais 
bien cette fois au système sphéroïdale aplati. 


Partant de l'équation d'onde sphéroïdale en coordonnées aplaties: 


d° y(x dy(x = m? 
(1 x?) er 2x fa ch x?) Zi 
Notons : 


H=. 


2 
n= 


Si n-m pair v= >0 ; ; 
Si n-m pair T=n+1 
Posons T=2v+1+m | ` í 
Si n-m impair t=n 


20 


| ; ; m-l 
Si n-m impair v= 2 
Nous supposons la forme asymptotique de la caractéristique À : 


Aer (m 1 eh LS 1 ei 
y- 


Et recherchons un « ansatz » de la solution sous la forme : 


y(x) = ch -xJ E (x) ulel) 


u(—é(x))= WhittakerM E a Š il 


Et de la formule de correspondance entre la fonction de Whittaker M et la fonction parabolique 
cylindrique : 


EVE Se (x) 


Whittaker M nor = 
2° 2 (-v-m), 


Cm) 
r(-v — m) 
(-v-m\-v-m+1).(-m) metv +m entiers 


sir (- rív- défini 
Symbole de Pochammer (—-v - m), = EE 


Tenant compte de l'équation différentielle des fonctions de Whittaker avec les paramètres ci- 
dessus, il vient : 


VI Ex A X mi —1+2r é(x)+ é? (x) 
a (EG) = va E 


En injectant la dérivée seconde de u dans l'équation de fonctions sphéroïdales, il vient une 
équation différentielle non linéaire de degré 3 pour la fonction &(x) : 


rte Dag 21427 Sie 820) 4820082 (on 212 (22) 72) + 
(fe (ee (20 eeek) 


K.Krickeberg écrit cette équation sous la forme : 


47 E CE lee? -1+ Ze ëch €) el 382 CEE a)-e 6) (6 (+ 
aa CE OC), A ef CE y 
E D 


2 
=x 


Si maintenant pour le changement de variable on injecte un développement perturbatif avec la 
contrainte d'annulation £(x)}=0 en x=1, de la forme : 


WTE an , ch S 
El 0 EH ell Ell El 0 


Il suffit de ne retenir successivement que les puissances de y les plus grandes et de les annuler pour 
obtenir les équations différentielles successives de la fonction perturbative. Il vient : 


4- °(x)=0 € '(x)=#2 Choix é (x)=2(x-1) 


SCH l+x 
&(x)=-7 Log S 


(+2), (x)+r D S 
&"(x)=-— 


1+x 


La valeur de la troisième fonction est plus complexe à trouver, mais grâce à Mathematica, il vient 
l'équation différentielle et sa résolution : 


ali- x Fe (x) +2 (l+xŸr ‘Log H (1 x] m +37" + du? 1 ek 


T°) 2 1+x\ 11+3x) 1-m°1-x 
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Les trois termes rassemblés donnent une estimation à l'ordre 2 de la variable £(x) : 


Ich Ilr’ 2 Ich 11+3x| l-m° 1-x 
x)=2y\x-1)-Tt Lo ł Lo ł +. 
#G}=2r (1) d 2 | Hela d 2 ) 2 el 4 =l 


K.Krickeberg donne est une estimation à l'ordre 3, voyons ce qu'il en est. La caractéristique À est de 
la forme : 


2 = 2 ÿ + m 1 ez T (m? 1 eil 


ONTO 


étant donné que l'expression de la fonction est de la forme Y ,en 
injectant dans l'équation différentielle de la fonction Eil et en multipliant par y”? (pour neutraliser 
les puissances négatives de y car l'équation différentielle comporte un terme en &(x)£“(x) ) on 
parvient à une expression polynomiale en y dont on ne retient que le terme de puissance 
maximale. L'annulation de ce dernier terme donne l'équation différentielle pour la fonction £(x) : 


15+7m° +30x—6m°x-28x° +4 m°x° +10 x -2m x° +3 (1—m° }x* — 
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K.Krickeberg dans l'article de 1955 « Uber die asymptotische Darstellung der Aufspaltung von 
Paaren benachbarter Eigenwerte der Differentialgleichung der Spharoïdfunktionen » donne 
l'expression page 237 : 


bi) Cr, à. 4 ee > 3), 
Salar Al 8 (te ex al (x U 2 ) 4 
T 1 1 3 3 1+x 1 (1+x) 5 

L ? 
TE dl DAP e 2 ue, el 7 9 


qui s'avère être exactement la même expression que précédemment. 


A l'ordre 3 en 1/y, selon la pseudo-normalisation de Chu & Stratton, il vient la formule : 
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Asymptote _ ps” (x, a Se D 
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Comportement asymptotique des fonctions sphéroïdales radiales de première espèce et deuxième 


lorsque le paramètre y est grand, formule de J.Meixner.FW.Schafke « Sphaeroid funktionen », 
chapitre 3.9 page 318 formule (7), coordonnées sphéroïdales aplaties 


Le livre « Sphaeroid_ funktionen » de J.Meixner.FEWSchafke est décidément une mine d'information 
et d'expression pour peu que l'on parvienne à le déchiffrer au delà même de l'obstacle de la langue. 
Mais les formules parlent parfois d'elles-même. 


La question est maintenant de trouver une expression asymptotique des fonctions sphéroïdales 
radiales dans le contexte du système de coordonnées sphéroïdales aplaties. Partant de l'équation 
d'onde sphéroïdale en coordonnées aplaties: 


2 


d’ d el 
(z 1) "El. SC [are E 


po- 0 


Si n-m pair vs >) 
Notons : 2 
n 


-m-1 
2 


Si n-m pair T=n+l 
Posons t=2v+1+m i ` e 
Si n-m impair T=n 


20 


Si n-m impair v= 


Nous supposons la forme asymptotique de la caractéristique À : 


a=2r7+ (m 1? )+ (m 1-52 )+ (2m°(1+3r2)-1-m" -514-10 r? )+.. 


87 26 7° 
Et recherchons un « ansatz » de la solution, proposée par Meixner & Schafke sous la forme : 


wel gn e) cl siet "7 


En injectant cet « ansatz » dans l'équation différentielle on tombe sur une équation différentielle 
du troisième degré non-linéaire pour la fonction de la nouvelle variable n : 


BOL) Bert ern ht =o 


Avec un développement perturbatif de la variable n avec la contrainte d'annulation n(z)=0 en z=0, 
(+22 l n,(z) ' 


y Des 


de la forme nick ynalz)+n 


n(0)=0 = n(0)=0,7,(0)= 0,7, (0)= 0... 
plus grandes et de les annuler pour obtenir les équations différentielles successives de la fonction 
perturbative. 


, il suffit de ne retenir que les puissances de y les 


Il vient : 


n” (z)-4=0>n(z)=+2z > Choix n.(x)=2z n.'()=-2 


27+(2° 1h (2)=0 del e wg wë 


rfl1+m(-3-62°+2*)+3r° ni 82° 1) 7, (z)=0 
zrę-11+3m?+z°-m°z? Ain sie Act "in 3-62 +2" )+3r°-2"(1+r°)+67°(5+1°) 
2 


m(z)= d Wë 


L'expression de l'asymptote de la fonction radiale de troisième espèce donnée par Meixner & 
Schafke est la suivante : 


BT n(z) 


Ss el Cl (EEN: vu, GE 


On remarque que la fonction n(-ix) est purement imaginaire, et la valeur de la dérivée première est 
purement réelle. Par exemple à l'ordre 2 en 1/y : 


E l-z 11+r?-m? z 1 2c(-1l+3m'+z?-m°z 31421") 
nlz)=2zy +r Log H S 3 Pa y df 
7. ze 1(+z2 m -1-r°) 1 rl1+m( 3-62 +z*)+3r? -zt +r?)+62(5+1) 
n (z)= yna(z)+ FA y DEEN H y? dP Eat 


$ à = i ArcTan(x) 
—ix 


2 2 2 2 2 2 2 
nCi)=itQ)= Ste Aer +7 ArcTan(x)+ 11+7 -m x R 1 xr (11m DA IER +x D ). 


kx AL. p sk? +1) 
Ne dE, 2r 1 (1-x m Acel 1 D 11 DN 6x° DN 3r? +x*(1+r°)+6x°(5+r°) 
PORN SZ A+) 7 slk? +1) Ko 


La fonction radiale de troisième espèce, ainsi que celle de première et deuxième espèce 
deviennent : 


DEE Bib E OK ri 
S”O(—ix,i7)= Got (+) o) Te 


=> 


e E O C E) 


Tableau synoptique de la construction de solution de l'équation des ondes sphéroïdales 


Pour conclure cette étude sur les solutions de l'équation des ondes sphéroïdales, voici une tableau 
synoptique qui retrace les méthodes de constructions des solutions de cette équation différentielle 
pour toutes les valeurs du domaine des paramètres u et v, sachant que l'introduction du paramètre 
v est en quelque sorte artificielle car elle est essentiellement due à l'emploi d'un développement en 
série à l'aide de fonctions de base liées à ce même paramètre v : 


HK 


Conditions 


Solutions - Constructions 


Toutes valeurs 


Changement u->-u 
Changement v->-v-1 


Études des constructions suffisantes pour u>=0 et v>=0 


Toutes valeurs 


E 


Eu] PGO (x) ou x>1 E'Geküäiid 


v réels, y réel 


Hu quelconque, v non demi-entier, v 
non entier, u non entier, y>0, x€[-1,1] 


Développement bilatéral en fonctions associées de Legendre 
k=+0 


z u pu récurrence à 3 termes 
= Sat r Bi (x) 


¿v réels, y imaginaire 


Hu quelconque, v non demi-entier, v 
non entier, u non entier, Viet. x€[-1,1] 


Développement bilatéral en fonctions associées de Legendre 


La + He > , 
y =iy > ps! Li )= Zon A ee , récurrence à 3 termes 


¿v réels, y réel 


Hu quelconque, v non demi-entier, v 
non entier, u non entier, Vie. x > 1 


EE, bilatéral en fonctions associées de Legendre 


7 }, récurrence à 3 termes 
v,k Phal 


rs bilatéral en fonctions de Bessel, récurrence à 3 termes 


Lee +0 Lt 400 
Käl 7)= 2) Yah, Jual) siy, 7)= ER KEE 


Des Ee 


¿v réels, y imaginaire 


Hu quelconque, v non demi-entier, v 
non entier, u non entier , Viet, x > 1 


Développement bilatéral en fonctions associées de Legendre 
k=+0 
Hi D SR D D d ù 
7 =iy > Ps, (xiy )= > 4 Pr. Il, récurrence à 3 termes 
Les 


Ge bilatéral en fonctions de Bessel, récurrence à 3 termes 


y=iy = EI "ai Lei "ui 
H 


Sy )e lt le T SRE y's) linir] 
x 


k=-0 


Lä 


> d La y'x) 


Fa 


L,ventiers, y réel 


O<=u<=v, y>0 , x€[-1,1] 


Développement unilatéral à gauche en fonctions associées de Legendre, 


5 d k Pfa (x den à 3 termes 
Fe e? H 


4v entiers, y réel 


O<=u<=v, Viet! , x€[-1,1] 


Développement unilatéral à gauche en fonctions associées de Legendre, 


+00 
y=iy > ps; (xiy )= Didi: Pi ), récurrence à 3 termes 


k= "TH 


L,ventiers, y réel 


O<=u<=v, Viet. x > 1 


Développement unilatéral à gauche en fonctions associées de Legendre, 


ga d k Po , récurrence à 3 termes 
k=- e? 
2 
Développement unilatéral en fonctions de Bessel, récurrence à 3 termes 


5 Lie 


eh, SC el, Se 7 


Du entiers, y 
imaginaire 


O<=u<=v, y<0, x > 1 


Développement unilatéral à gauche en fonctions associées de Legendre, 


y=iy" 3 Ps = ddr k Pfa ), récurrence à 3 termes 
A V 


Développement unilatéral en fonctions de Bessel, récurrence à 3 termes 


HK 


Conditions 


Solutions - Constructions 


pair = SM x ip) SP x iv") 


ES 


u 
3 Lan 


re EoA el toriet] Sa rat 
Gees He 


L entier, v réel 


L entier, v quelconque,y quelconque 


Solutions exactes et algébriques u=1,2,3 
correspond à une récurrence à 3 termes limitée à gauche et à droite 


H =1/2, v demi-entier 


fe 
e 2 


LA 
2 


Solutions exactes en tant que fonctions de Mathieu périodiques 


H =1/2, v réel 


1 
v+ E quelconque 


Solutions Exactes en tant que fonctions de Mathieu non périodiques, 
ce (ArcCos(x)) 
v+— 
2 


(x) 
Kito 


bilatérale en fonctions associées de Legendre ` pg” ( x) = £ d Ph ( x) 


, également construites comme un développement 


Kom 


L,v demi-entiers 


u,v tous deux demi — entiers 


Solutions exactes en tant que fonctions associées intermédiaires de Mathieu 


5-4 
KS 
périodiques CCE: (ar cCos(x)) (constructions dues à E.L.Ince, récurrence 


bb 


à 4 termes) 


u réel,v demi-entiers 


UER, v  demi-entfier 


Solutions exactes en tant que fonctions associées de Mathieu périodiques 


SH 
2 
CC (ar cCos (x )) (constructions avec une récurrence à 5 termes) 
T 


D -x F 


u réel non entier ,v 
demi-entier 


u quelconque non entier et non demi- entier 


v demi-entier 


Développement en fonctions de Gegenbauer : 


_u A de 
pst(x,7)=(1-x) 2 Det, CZ (x) 


En 


¿v entiers, y réel 


y >>0, grande valeur de y 


Développement en fonctions paraboliques cylindriques : 


A le 
pst (x,y) (x) SCD, (xV2r) l=v-u 
vn 


k=- 


Du entiers, y 
imaginaire 


y=iy* y*>>0, grande valeur de vi 


Développement en fonctions généralisées de Laguerre 


nf > ps'(xy)s h -x E Si C keim EN - DI (- 1er lu) HN + x) 
k=-1 


VH S nee 
ae si V-u pair si V-u impair 


Uu réels, y réel ou 
imaginaire 


Va y’<0, x €[-1,1] ou x >1 


Développement en fonctions associées de Legendre : 


+00 {= 3 ` 
psi (x, y) a > Pix G2C EE? SET 


Än J=|k 


Fonctions d'ondes sphéroïdales de Jacobi 


Dans un article de 1977 de R.K.Gupta « Generalized prolate spheroidal wave functions », l'auteur 
introduit de nouvelles fonctions d'ondes sphéroïdales, solution de l'équation différentielle du 
second degré suivante : 


ell, p-ar) AZE arle) 


Lorsque la « sphéroïdicité » y est nulle, on retrouve l'équation différentielle des fonctions de 
Jacobi : 


D sl, ie a (a + BB + 2)x viel, } v(v + a + BB + 1) y(x)= 0 
y(x)= REP (x) 


Dans l'article, le développement proposé de la solution se réalise en fonctions de Jacobi : 


D Hl e a e 82), (a+7°(1-x2)) »(x)= 0 


k=+00 
x)= 3. af? PP (x) 
Zon 


Noto bene : l'article ne propose que le développement pour les valeurs de v entières et dans ce cas 
l'article commet une erreur en faisant partir la sommation aux indices k=0, alors qu'ils partent à 
l'indice k=- v ! 


En effet, tout d'abord examinons rapidement le cas où a=6=0, soit celui de l'équation des ondes 
sphéroïdales d'ordre m=0, on sait que le développement des solutions est de la forme : 


En des Zeite )= Eao) al) 


M GE 


Comme : PAP (x)=P,.4(x) et comme nous verrons par la suite la récurrence des coefficients du 
développement sur les indices k saute de 2 en 2 (récurrence à trois termes au lieu de cinq), la 
formule donnée R.K.Gupta est logiquement fausse. Et hélas tous les autres articles qui s'inspirent 
de ces travaux initiaux reprennent la même erreur, sans vérification préalable. 


On peut aussi partir de la représentation de la fonction de Jacobi de première espèce en fonction 
hypergéométrique pour montrer la même méprise. En effet la représentation est la suivante : 


T(œ+1+v) | | BE ES 
e Tr(a +1 (+v) A vl+a+B+v;a+l; = ) 


La valeur de la fonction de Jacobi hypergéométrique est fortement influencée par la présence des 


fonctions Gamma et de leurs pôles. Cela implique potentiellement la nullité de la fonction. Comme 
Tha +1 +v) 


le facteur est neutralisé par le développement hypergéométrique, aucun pôle n'influe 
sur la valeur de la fonction. Lorsque v est un entier négatif le pôle de TU zl rend la fonction de 
Jacobi identiquement nulle. Ceci n'est vrai que si la fonction rla +1+v) ne présente pas elle-même 
de pôle spécifique. Tant que le paramètre a est positif ou négatif mais non entier, tel est le cas. En 
revanche si æ et v sont de valeur entière négative, alors Tr(a +1+v) présente lui même un pôle qui 


contrebalance le pôle de TU zx), 


On peut même écrire le rapport des deux comme un symbole de Pochhammer lorsque a et v sont 
des entiers négatifs: 


0 
v(v—1).(a+1+v) SE 


E CE 


(-1)(-2). o (al)! 


dont la valeur est cette fois-ci fini pour a et v entiers négatifs. 


a+ltveZ et veZ” 


Le même rapport : T(a&+1+v) est encore non nul dès lors que lou et nul dans 
T(1+v ; 
vZ et a+l+vez 


le cas où seulement et et vez”: 


Ce rapport eti) est en revanche infini Si 1 et vez“: 


TU Zu 


Si l'on injecte ces valeurs de la fonction de Jacobi hypergéométrique dans le développement 
y(x)= Sac) Ex). Alors ce dernier ne devient limité en indice k négatif à k=-v que dans le 
k=—00 


COS y EN et agr" 


k=+00 
DEE S aLe P(x) veN et oe? 
On a finalement : e 


k=+00 
y(x)= S al P (y PEP (x) veN ou aez 
Än 


Remarque : ce développement ne tient pas compte des éventuelles divergences de la récurrence à 
5 termes sur les coefficients, selon les paramètres v, à ou 6 qui peut encore restreindre les valeurs 
de k, ou même rendre le développement incohérent (cas des solutions algébriques de l'équation 
différentielle de départ). 
Dans le cas où a=68<>0, l'équation différentielle est la suivante : 

(1x2) y" (x) 2(1+ @œ) x y'(x)+ (2 — CD 7 H »(x) = (0) 
Et c'est une équation différentielle qui s'apparente à celle des fonctions d'onde sphéroïdales : 


l-0)" 2x ef d x?) tal 
g=- ya) = (1-x2)p"(x)-2(1+ @) x y'(x)+ lo ala +1) yh x) (x) = 0 


dont on peut construire le développement à l'aide de fonctions de Gegenbauer. 


Quoiqu'il en soit, en tirant partie des diverses relations des fonctions (ou polynômes lorsque le 
degré est entier) de Jacobi, à savoir la relation de récurrence et le respect de l'équation 
différentielle hypergéométrique des polynômes de Jacobi : 


+ (a@+B+2v+1(a+B+2v+2) (a + B+2v le? 8°?) a (y (a+B+2v+2Kv+akv+p) nas Se 

Wi je )= | Av +1Ka+pB+v+1) | 2(v + WË + B+v+ 1a + B+ zl d (v WË + B +v +1\a + 5 + D) { 
PAS Av +1)a+pB+v+1) Gë a-p’ aB 2{v+a\v +8) 2.8 

Fr (a + B +2v +1Xa + B +2v + af 0) (a + B+2v {a + B +2v + af jd Lo + B +2v Ya + B +2v + af jl 


D EE (a B (a Bi ME v(v op 1) PCA(x) 


En injectant le développement proposé dans l'équation des ondes sphéroïdales de Jacobi, on 
obtient pour les coefficients du développement une récurrence à 5 termes (un programme 
Mathematica permet facilement d'obtenir cette récurrence et de simplifier au mieux les 
expressions) : 


Ardy- + B,d, + {c, —À}d, "Dart Edp = 
(v +k-1)v+kXv tk+a+ p 1Xv k+a+f) 
(2v +2k +a +p -—3)\2v+2k +a =+ ßp-—2\2v+2k+a+ß-1(2v+2k+a+ß) 
B= (a? — B? Xv+4)v+k+a+ 8) 
$ More +-B—-2Y\2v+2k+a+pB-1){2v+2k+a+pBY2v+2k+a+pB+2) 
2(k-vXk+vÝ +(a +18 +1Xa +8 —-1Xa + B)+ 
+4(k+v)(v+a+8+1)+2(4+vXa +8 +1)a?-1+(« + BXB+1))+ 
, [+2 +v} (a3 +2a)+38(æ +1)+28?) 
e (2v+24+a+pB-1X2v+2k+a+pBY2v+2k+a+pB+2\2v+2k+a+p+3) 
GER (a? — 67 bake Ubu ki 81 
Së gen +2k + a + BX2v + See 2X2v+2k+a+pB+3Y2v+2k4+a+p+4) 
(+k+a+i{v+k+pB+1Xv+k+a+2\v+k+pB+2) 
(2v+2k4+a+pB+2K2v+2k+a+pB+32v+2k+a+pB+42v+2k+a+pB+5) 


A, SEA 


E, =4 y? 


Dans le cas particulier où a=68=0, qui correspond au cas des fonctions d'ondes sphéroïdales 
classiques d'ordre m=0, la récurrence devient une récurrence à 3 termes : 


Ad, + Bd, ,+{C,-A}d, +D,d,, + E,d, =0 
(v +k— IO + k) 


A y? 
FT Ee À) 


B, =0 


(k+vř+k+v-1 
(2v +2k -12v +2k +3) 


=(v+k\v+k+1)-27° 


D, =0 
ET EK (ET EEN 


E, e À 
=Y Ov t2k+3\2v+2k+5) 


Où les indices sautent de 2 en 2. 


De manière classique les valeurs caractéristiques À sont trouvées par l'annulation d'un déterminant 
infini dans le deux directions lorsque v est un réel : 


Det SEN ee 0 A 


L'algorithme est simple : 

- prendre une matrice de taille (2M+1,2M+1) pour M suffisamment grand dont les indices varient 
de -M à +M 

- calculer toutes les valeurs propres, sélectionner les seules valeurs réelles et les ordonner par 
valeurs croissantes, puis adjoindre les valeurs propres imaginaires non triées en première position 


- calculer le tableau des valeurs caractéristique pour y=0, soit les valeurs 
(v +4 Xv +4+a + 


B+1) ke MM] Que l'on ordonne par valeur croissante, et prendre la valeur 
propre dont le rang de l'indice k correspond à la valeur vive fill Non ce n'est donc pas 
nécessairement k=0, soit la (M+1) ième valeur ! 

- reporter ce rang dans le tableau des valeurs propres originales et trouver la valeur caractéristique 
À correspondante liée au paramètre v. De cette façon on se garantit une dépendance continue de 
la valeur propre en fonction de la sphéroïdicité y 

- calculer le vecteur propre de la matrice correspondant à la valeur propre sélectionnée, alors les 
coefficients du vecteur propre, à une normalisation près sont ceux recherchés du développement. 


Lorsque v est un entier positif alors la récurrence à 5 termes s'arrête au delà des indices k=-v, 
exception faîte lorsque a est lui même un entier négatif. Comme on l'a vu précédemment, dans ce 
cas tous les polynômes de Jacobi sont identiquement nuls, uniquement dans l'hypothèse où a et 6 
sont des réels et a non entier négatif. Le développement s'écrit alors: 


wel Sa PEUX) 


k=-v 


Et de manière équivalente le système d'équations linéaires dont le déterminant doit s'annuler 
s'écrit : 


TR —À} d, E Dd ya + Ed = 0 
BR... + E À} d. + D yndy + Ed, = 0 
A.d, ER Byrd va Së d Ré À} d. + SE EE + E_,,:4d_,,4 = 0 


Ardy- + Bdp + {C TX A} dy, + Dyd py + Epdk =0 


L'algorithme est donc également assez simple : 

- prendre une matrice de taille (M+1+v,M+1+v) pour M suffisamment grand dont les indices varient 
de -v à +M 

- calculer toutes les valeurs propres et les ordonner par valeurs croissantes (il se trouve que les 
valeurs propres sont toutes réelles dans ce cas) 

- prendre la valeur propre de rang v+1 à partir de la plus petite valeur 

- calculer le vecteur propre de la matrice correspondant à la valeur propre sélectionnée, alors les 
coefficients du vecteur propre, à une normalisation près sont ceux recherchés du développement. 


Pour compléter la construction on calcule également les dérivées première et seconde de la 
fonction d'onde sphéroïdale de Jacobi, comme suit : 


s= SaL EPa) 


2 ou en 


k=+00 k=+00 
y'(x)= Satopia San \ +k+aæ + p1 PEx) 
k=-v ou kr k=-v ou k=—œ 
Ces k=+00 1 k=+00 
y" (x) = Dar Gr) D 'de(\v+k+a+p+iXv+k+a+p+2)P 2x) 


asy ou e Te rs 
que l'on injecte dans l'équation différentielle de départ : 

(-x)y"(&)+ (B-a -la +p +2)x)y'()+ (a+r (x) >G)= 0 
pour vérifier que cette dernière est vérifiée numériquement. 


Construction des solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales de Jacobi 


Passons maintenant aux solutions algébriques des fonctions d'ondes sphéroïdales de Jacobi. Selon 
le procédé déjà utilisé dans ce document : 


EE 


Si 1=lo=1 H . rA . 
< > N iyx l H 
Choisissons un « ansatz » de la forme : y(x)= ei" D a,x et l'on obtient la récurrence suivante : 
1=0 


a, =0 condition 1, >0 Ee 
0 2 

a, =1 

a -28 ear fier ër, 
? 2 87y 27 


(a-2-P -1 (a + B +3)-(æ + p)-i yla -p))aa +(+2X(8-a+2iy)a,,+(+3)a,.) 
iy(21+2+a+p) 
Polynôme de degré men à >a (à -iy (a—B))}+(B-a+2i DÉI +24, =0 


1 = 


Prenons la valeur kel, le polynôme et la valeur caractéristique sont de la forme : n -iy (x -p)=0 
2=iy(a-8) 

On constate donc que la racine du polynôme caractéristique est à valeur complexe sauf lorsque 

a=6. Cela implique donc que si a<>6 alors il n'existe pas de solutions algébriques pour lesquels la 

valeur caractéristique À soit réelle. 


Si maintenant la sphéroïdicité est un nombre purement imaginaire, les solutions algébriques de 
l'équation différentielle suivante : 


=l- 


(1 Ea a (+842) 201, (à DN x lxtcl-0 aale" ax 


Cela donne la récurrence suivante : 


SE 


a, =0 condition A >0 h=- eN 
d 2 

a -1 a  -4=8_(a+B\a+B+2)_ A 
Wall lo—2 2 8 y J; y 


q -@-2-P -I (a +p +3)-(a + p)-yla -p))an + (1 +28 erla, +(1+3) ana) 
j y(2l+2+a+ß) 
Polynôme de degré m en A > a,(à -y (a—B))+(B-a+2 7)a +2 a, =0 


Et dans ce cas le polynôme caractéristique est à coefficients réels. Les solutions algébriques réelles 
existent donc pour une valeur caractéristique À potentiellement réel. Prenons la valeur 1,=1, le 


polynôme caractéristique de premier degré en À est de la forme : i y (a -p)=0 = 2=y (2-2) 
a + p =-2 


et la solution de la forme : Aale" 


Prenons la valeur l,=2, le polynôme caractéristique de degré 2 en À est : 


2 +24 (1-27 (2+a))+ 4y (a? +4a +3)=0 
a + p =-4 


et la solution de la forme „(x)= cl ER gl 
2y 


Propriétés de la récurrence à 5 termes pour le développement des fonctions d'ondes 


sphéroïdales de Jacobi en fonctions de Jacobi 


Plusieurs cas de figure conditionnent la forme et l'existence même d'un développement de la 
solution pour cette équation des ondes sphéroïdales de Jacobi : 

- (1) l'un quelconque des termes Au, BC Du Er présente un pôle pour certaines valeurs des 
paramètres v,a,6 et l'indice k : alors la construction de la solution n'est pas possible, 

- (2) le développement est limité en indice dans un sens ou dans l'autre par l'annulation des 
fonctions de Jacobi pour certaines valeurs des paramètres v,a,6 et l'indice k, 

- (3) l'annulation simultanée des termes A, et B, pour certaines valeurs des paramètres v,a,8 à 
l'indice k,+1 et A, à l'indice kọ+2, annule les coefficients du développement pour Kaka, soit limite 
le développement aux indices k<=ko, 

- (4) l'annulation simultanée du terme D, et E, pour certaines valeurs des paramètres v,a,6 à 
l'indice ko-1 et E, à l'indice k,-2, annule les coefficients du développement pour k<k,, soit limite 
le développement aux seuls indices k>=ks. 

- (5) lorsque les fonctions de Jacobi ne sont pas définies pour certaines valeurs des paramètres 
v,a,6 et l'indice k dans l'ensemble du domaine de l'argument, par exemple une valeur 
indéterminée ou infinie en valeur absolue, alors la construction de la solution n'est pas possible 


(1) Sur le cas des pôles présents dans la récurrence, ces derniers correspondent aux deux 
2v+2k+a+pB—-1= 
2v+2k+a+pB=0 


paramètres sont reliés par la relation 2y +œ + pen. Dans ce cas la construction des solutions par 


0. Les pôles interviennent donc dans le cas où les 


annulations possibles 1 


la récurrence à 5 termes ne peut s'appliquer. 


(2) Voyons maintenant le cas de l'annulation des fonctions de Jacobi. La fonction de Jacobi de 
première espèce est définie par la fonction hypergéométrique suivante : 


peP) z T(v+a+1) d 1:1 Ka 
STEE 


Aussi l'annulation de la fonction de Jacobi se produit lorsque : 


veh oeh vc 
rika À 
vaeN a>0 -1-a<v<0 


Dans le premier cas le développement de la solution est limité aux indices k>=-v 


k=+0 
Atsl- 2 PPEP) ve oeh 
k=-v 


Dans le deuxième cas le développement de la solution est limité aux indices k>=-v et k<=-1-a-v : 


Kä ch? v,aeN a>0 —1-a-v<k<-v 


= de Ge REP (ne Sas RP) 


Notons que la combinaison des conditions d'annulation des fonctions de Jacobi et celle de l'absence 
de pôles pour les récurrences 2" Tore implique : 


veN agN v<0=a+BenN 
P&#)(x)=0 | j 


v 


VaeN a>0 -l-a<v<0>ß¢N 


(3) et (4) Voyons maintenant les deux cas de figure de l'annulation des termes A, PB, ou Ep Dx: 


(v+k-1{v+k+a+pB-1{v+4(v+k+a+p) 
RS EE 2X2v+2k4+a+pB—-1X2v+2k4+a+p) 
(a? pv +kXv+k+a +8) 

g BERT 2)(2v +2k +a + B—1)(2v +2k +a + p)\(2v+2k+a=+ß+2) 
(a2—B°\v+k+a+1Xv+k+B+1) 
Fran nero one 
(v+k+a+l(v+k+p+l{v+k+a+2v+k+pB+2) 
CEET E EES 


EI =4 y” 


E, = 


Dans la suite des points (3) et (4), je prend le cas où la récurrence ne présente aucun pôle soit 
lorsque v vérifie la condition suivante : ?Y +% + 2 # N 


(3 ) En annexe 2 de ce document, lorsque les termes Ax et Bx s'annulent simultanément sur l'indice 
ko+1 et A; à l'indice ko+2 alors tous les termes d'indice k>ko s'annulent : 


A =0 et B, =0<(v+k\v+k+a=+ß)=0 


LEE EA k =—l-v 
A1 =0 et Bur «ou et An = 0 => ou 
kọ =—-1-v-a— LEE EE ET e 


Alors soit v est un entier, soit v+a+6 est un entier. 


Si v est un entier alors a+6 ne doit également pas être un entier, à fortiori à et 6 simultanément. 


Dans ce cas le HÉVEIORDEMENS est limité aux indices k en deçà de l'indice ob je à 


veN »(x)- Dar ABC) 

i . Si a et 6 sont tous deux réels avec la condition d'annulation 
des fonctions de Jacobi, la solution est identiquement nulle. Toutefois lorsque a est un entier (donc 
6 non entier), alors en raison de l'annulation des fonctions de Jacobi : 


, Soit : 


E EH vaeN a>0 —1-a-v<k<—v 


ve Eder (REA ZS arte REA) 


H ` s k=-]1-a-v 
Alors le développement possède la forme suivante lorsque a>0 : (x)= S agt (y PEPE) 
(See? 


Il reste le cas où v+a+6 est un entier et comme 2" t% +P N 


développement s'écrit invariablement : 


alors v ne peut être entier et le 


k=-v-1-a-p 
PEN Nm aspen wel Dal fe) x) 
k=—0 


(4) En annexe 2 de ce document, lorsque les termes E, et D, s'annulent simultanément sur l'indice 
ko-1 et E, à l'indice k,-2 alors tous les termes d'indice k<k, s'annulent : 


E,=0 et D, =0&{(v+k+a+l{v+k+fB+1)=0 


ko =—& MI ko = OO A 
Ee et D,- =0 sou et Ep-2 =0< 40u 
k =—8 -v k, =- -v 


Il y a donc deux cas : v+a est un entier ou v+6 est un entier, mais ces deux cas ne peuvent se 
produire simultanément sinon la condition Zu ***P EN n'est plus respectée. 


Dans le premier cas v+æ entier, soit 6 strictement non entier en raison de la condition 

Zu ro" fe lors la condition d'annulation de tous les termes d'indice k<k, se traduit donc par 

le développement suivant : (x) = Sas (2 )269)(%). Si à est entier alors v l'est aussi et dans ce 
k=-a-v 


H ` k=+00 . 
cas le développement aura la forme si par exemple a>0 :y(x)= Sag” LG: )PE; P(x) en raison de 
k=-v 


l'annulation des fonctions de Jacobi. Pour a<=0, le développement est inchangé. 


Dans le deuxième cas v+6 entier, soit œ strictement non entier en raison de la condition 
Zu ro" fe lors la condition d'annulation de tous les termes d'indice k<ko se traduit donc par 


to 


le développement suivant : , (x) - Sagt (PEP (x). Si 6 est entier alors v l'est aussi et dans ce 
k=—p— 


H ` k=+00 A 
cas le développement aura la forme si par exemple 8>0 : (x)= Sag” (> leit) en raison de 
k=-v 


l'annulation des fonctions de Jacobi. Pour Get le développement est inchangé. 


(5) Voyons maintenant le cas où les fonctions de Jacobi ne sont pas définies. Comme la fonction de 
Jacobi de première espèce est liée à la fonction hypergéométrique par l'expression : 


PEP)(x)= rv +a +1) A v,v+a+ß+1;l+4a Ka 
T(v+1)r (a +1) 2 
La fonction n'est pas définie lorsque l'expression ptet) n'est elle-même pas définie, cela se 
V+ 
produit exclusivement dans un seulcas ,+GEeN et vgN et v+a+1<0,/LOorsque 
vroe N a cenz rte em =(v+1), qui est le symbole de Pochhammer parfaitement 
V+ 


définie pour toute valeur y o €N. 


Dans ces conditions le développement en fonctions de Jacobi se présente sous la forme : 


k=+00 
vt+aeN et veN et v+k+a<0= y(x)= S aL A (y) PEP (x) 


k=-v-a 


C'est exactement la forme obtenue lorsque les conditions (4) sont vérifiées conduisant à la 
limitation du développement à gauche à partir de l'indice A > er 


Une généralisation de l'équation des ondes sphéroïdales de Jacobi , signe inversé du terme vi 


Il s'agit maintenant d'étudier la construction des fonctions de première espèce de l'équation 
différentielle suivante : 


2 
(1 el lu a e p+2)) ary x(B-a)-y°(1-x°)) y(x)=0 
Cette équation différentielle est attribuée dans l'article suivant : « 2014, T.Moumni.A.Amara, On 
the generalized oblate spheroidal wave functions and applications » à un système de coordonnées 
sphéroïdales aplaties. Toutefois il ne s'agit que d'inverser le signe du terme de sphéroïdicité au 
carré. Là encore lorsque la « sphéroïdicité » y est nulle, on retrouve l'équation différentielle des 
fonctions de Jacobi : 


x) EZE) ie a—(a+p+ ziell), + a + B + 1)y(x)=0 
y(x) = Fra 


Toujours en tirant partie des diverses relations des fonctions de Jacobi, à savoir la relation de 
récurrence et le respect de l'équation différentielle hypergéométrique des polynômes de Jacobi : 


p) 


apy _((a+B+2v+1(a+B+2v+2) ` (a+ B+2v+1)aæ? -8° Gi ENEE EEN E 
Wë ji | 2(v +1\a + B+v+1) SÉ 2(v H 1\a + B +v + ca + B zl ji 


ve PP) = Av +1{a+pB+v+1) BT oi Bi Srel 2{v+a\v +B) 


CRETE CAVE ED) (a+ B+2V\a+B+2v+2) ” 


D E (a-B-(a+8: MECH ve +a +p +1) Pleäitsl 


En injectant le développement proposé : 
k=+00 
= Daea Jett 
(es? 


dans l'équation des ondes sphéroïdales généralisées de Jacobi, on obtient pour les coefficients du 
développement une récurrence à 5 termes (un programme Mathematica permet encore facilement 
d'obtenir cette récurrence et de simplifier au mieux les expressions) : 


Ad,,+Bd,,+{C,-A}d,+D,d,,+E,d,. = 
4 (v+k 1v4 k\v - k+a+ß IS k+a + p) 
Ce KSE ET EE EE EE EES 
E (v+kv+k+a+ß) 2(a+B}y 
B,=2(a OL era 1)2v + 24 + a + D (CT 2k+a+B-2\2v+2k+a+8+2) 


2(k vk+v) (a +1Y8+1Xa+B-1)a +8) 


As 


pee) 


(v+1Xa+8+v+1{a+8B+2v) 


peP) 


(a+B+2va+ß+2v+1) vU 


bp ZEA) ap HA leraars) 


At wf +a + B+1)+2(k+va + B+1a? -1+ (a+ BXB +1))+ 


( 


X 


) 


Den Elter pra) ? (2v+2k+a+p-1(2v+2k+a+p)\(2v+2k+a+ß+2)\(2v+2k+aæ+ß+3) 


L (v+k+a+1{v+k+p+1) 2(a + B)y 
GER ee EE DEE pr) Oktar pv Ikrar EEN 
Se (v+k+a+l{v+k+p+1{v+k+a+2{v+k+8+2) 
k7 4 
(2v+2k+a+ßp+2(2v+2k+a+ßp+3\2v+2k+a+ß+4\2v+2k+a+ß+5) 


De manière classique les valeurs caractéristiques À sont trouvées par l'annulation d'un déterminant 
infini dans le deux directions lorsque v est un réel : 


Det SEN ee 0 A 


L'algorithme est simple : 

- prendre une matrice de taille (2M+1,2M+1) pour M suffisamment grand dont les indices varient 
de -M à +M 

- calculer toutes les valeurs propres, sélectionner les seules valeurs réelles et les ordonner par 
valeurs croissantes, puis adjoindre les valeurs propres imaginaires non triées en première position 

- calculer le tableau des valeurs caractéristique pour y=0, soit les valeurs 
G+4kXv+k+a+p+1) ke[-M.M] que l'on ordonne par valeur croissante, et prendre la valeur 


propre dont le rang de l'indice k correspond à la valeur vive fill Non ce n'est donc pas 
nécessairement k=0, soit la (M+1) ième valeur ! 

- reporter ce rang dans le tableau des valeurs propres originales et trouver la valeur caractéristique 
À correspondante liée au paramètre v. De cette façon on se garantit une dépendance continue de 
la valeur propre en fonction de la sphéroïdicité y 

- calculer le vecteur propre de la matrice correspondant à la valeur propre sélectionnée, alors les 
coefficients du vecteur propre, à une normalisation près sont ceux recherchés du développement. 


Lorsque v est un entier positif alors la récurrence à 5 termes s'arrête au delà des indices k=-v, 
exception faîte lorsque a est lui même un entier négatif. Comme on l'a vu précédemment, dans ce 
cas tous les polynômes de Jacobi sont identiquement nuls, uniquement dans l'hypothèse où a et 6 


sont des réels et a non entier négatif. Le développement s'écrit alors: 


wel Sa PEUX) 


k=-v 


Et de manière équivalente le système d'équations linéaires dont le déterminant doit s'annuler 
s'écrit : 


TR —À} d, E Dd ya + Ed = 0 
BR... + E À} d. + D yndy + Ed, = 0 
A.d, ER Byrd va Së d Ré À} d. + SE EE + E_,,:4d_,,4 = 0 


Ardy- + Bdp + {C TX A} dy, + Dyd py + Epdk =0 


L'algorithme est donc également assez simple : 

- prendre une matrice de taille (M+1+v,M+1+v) pour M suffisamment grand dont les indices varient 
de -v à +M 

- calculer toutes les valeurs propres et les ordonner par valeurs croissantes (il se trouve que les 
valeurs propres sont toutes réelles dans ce cas) 

- prendre la valeur propre de rang v+1 à partir de la plus petite valeur 

- calculer le vecteur propre de la matrice correspondant à la valeur propre sélectionnée, alors les 
coefficients du vecteur propre, à une normalisation près sont ceux recherchés du développement. 


Pour compléter la construction on calcule également les dérivées première et seconde de la 
fonction d'onde sphéroïdale de Jacobi, comme suit : 


s= SaL EPa) 


2 ou en 


k=+00 k=+00 
Oo Tate) Go A Zstrbche ee ep aert 
k=-v ou Ers k=-v ou Kr 
= k=+00 (a.p) e Goen 1 k=+00 Gen š (is) 
EE 4 | P jt ee, KSC | ( Xv+k+a+pB+i{v+k+a+p+2)Pt 2 (x) 
k=-v ou k=—œ k=-v ou Ers 


que l'on injecte dans l'équation différentielle de départ : 


(1—x2) y" (x)+ e — (a + B +2) x) y'(x)+ (a 4 y x(a B) DM x?) y(x)= 0 


pour vérifier que cette dernière est vérifiée numériquement. 


Construction des solutions algébriques de l'équation généralisée des ondes sphéroïdales de 
Jacobi 


Web R 14 . CCS . E 
Avec un « ansatz » de la forme : y(x)= e" D ou Porté dans l'équation différentielle : 


1=0 


(1x2) p"(x)+ (8 e -la + B +2) x) y(x) (a H 7 x(B a) yQ x) (x) = 0 


Cela donne la récurrence suivante : 


r= 0 condition l, >0 l=-&aeEeN 
= +1 À 

a 5l SS E )_ 

> g 2 27 2y 


q - @-2-P -I (a +p +3)-(a + p)-yla -p))am +(+2X(8-a+27)au +(1+3)ana) 
í 2y(1+1+@) 
Polynôme de degré m en A > a,(à -y (a—B))}+(B-a+2 7)a +2 a, =0 


Et dans ce cas le polynôme caractéristique est à coefficients réels. Les solutions algébriques réelles 
existent donc pour une valeur caractéristique À potentiellement réel. 


Prenons la valeur kel, le polynôme caractéristique de degré 1 en À est : 
2+7(1+8)-0=2-=-7(1+8) 


et la solution de la forme lei" 


Prenons la valeur l,=2, le polynôme caractéristique de degré 2 en À est : 
Æ-2(8-27(2+8))+r°8(4+8)-7(2+8Y =0 


et la solution de la forme „(x)= cl: A+y(8+2)- gd 
2y 


Fonctions d'ondes sphéroïdales associées généralisées de Legendre 
Ici je m'intéresse à la construction de la solution de première espèce de l'équation différentielle : 


2 


share lon) sol aisen pour set 


De même que l'équation des ondes sphéroïdales de Jacobi est décrite par l'équation différentielle : 


D A)T e a (a+ p+) x) ZE Loch x ))x(x)=0 


Elle peut être construite à l'aide des fonctions de Jacobi respectant l'équation différentielle : 


{ E a C++) PO ui er 8 +1) »x)= 0 


yh) = Prät 


On peut également s'intéresser à des fonctions de base associées généralisées de Legendre, 
solutions de l'équation différentielle hypergéométrique : 


E Tal dës a? STEIER 
Bee d x’ KEE teg 2(1-x) F SS 


Pour ce qui est des fonctions associées généralisées de Legendre de première espèce, elles sont 
reliées aux fonctions de Jacobi, par l'expression suivante : 


rte ln AS E 


T(v +1) "P 
dun E) 

EE (x) 214 x) 2 PeP (x) 
d +1) ` 


Cela indique une correspondance entre deux équations différentielles : 


(—x2)»"(x)+(8-a — Le +B+2)x)y'(x)+v(v +a+pB+1)y(x)=0 
Aal el SD x) 2) 


VE TE L | ete), 2E d Ee E (0 


2 2(1—-x) 2(1+x 


Et les fonctions d'onde sphéroïdales correspondantes sont solutions des deux équations 
différentielles suivantes : 


(1-2) y" (x)-2x voor DN x?) 
v(x)= (= x) 2 (14 x) Sall 


(= x Ju" (x)+ (8 —a-(a+p +2) x}u'(x)+ (à + 72(1- x ))u(x) = 0 
(a+ Ba +B+2) 
4 


Hpo- 0 


SC x) A 


© = À + 


On a donc un schéma très simple de construction de la solution de première espèce de l'équation 
différentielle, du fait du lien entre les fonctions de Jacobi de première espèce et des fonctions 
associées généralisées de Legendre de première espèce : 


lut. 2x gt Horr Gi E dE 


2(1-x) 2(1+x) 
1x }u"()+(8-a Je a 8+2)x}u'(x)+ D ach lp hps(2)= (1x) 2 (142) + Fa 16) 


os GER 
pap Kik dE oe p-2) 


y(x)=(1- x) 514 x) u(z)= (1x) 5 (14 x) Sarola g "td 


Ce schéma est également complété par le schéma plus simple suivant : 


hps(P)(z)= (1x) 2 (14 x) 7 Ee EN Ce 
(a+ B\a+B+2) 
4 


Soit : 


©=À+ 


Mais ce ne sont pas ces schémas de construction que nous allons utiliser. En effet on peut 
également construire la fonction de première espèce sous la forme d'un développement 


directement à l'aide des fonctions associées généralisées de Legendre dont nous venons juste de 


parler : 


leist Se (los x’) 
= Zaika 


i d y(x)=0 


a? B 
2(1-x) 2(1+x 


Les représentations de la fonction associée généralisée de Legendre de première espèce en 
fonction hypergéométrique sur l'intervalle [-1,1] de l'argument x, et selon les domaines spécifiques 


des paramètres v,a,6 sont les suivantes : 


P*#(x)= P*(x)= L IER Ba E BE Identiquement nulle Prät -yt eN et yR EN 
r(i-a) q- x} 2 2 
een 
PZ _ ra ) a N° 
Dab Ka 
S 8 a+B 
n d CH rl vE) z TE. -V+ Bitte) PERS 2 EE 
Ei zz (l-x)2(1+ x) ou 
d, a-B lr — a-p Titel = 
2 2 BH et -v Bon: 
a eh ei a-B Ar? i inerte) a+p -B 
P? (x)= —(l- x} (1+ x) (= ) l ch et -v ech 
Re De Ja T(1+a) 
2 


Pour la première expression en développant la fonction hypergéométrique même dans le cas où o 
est un entier positif, il vient : 


, a-ß a-p, a-p GB 
(1+ x): SE Kee UE 2 d Dat Daf ad ma e 2 +) (1-x} 


(1-x)2 2 T(1-a+k) 2° (1= x) 2 T(1-a+k) 2 


ET 


Cette forme n'est pas finie lorsque x=1 ou x=-1, c'est la raison pour laquelle, on lui substitue la 
deuxième ou troisième forme. 


Toujours en tirant partie de la récurrence des fonctions associées généralisées de Legendre et de 
l'équation différentielle de ces dernières : 


OT TEE ben Re (uc: 


N 
E 
l 

= 
e 
E 

— 

+ 

= 


aire: Z pe ea -27 ʻi -22 AO CES tE) 


2 2 ei 
p- v- pE E) 
a ,B = 2 2 oP 2 EN -p° a,B 2 2 oP 
erR (x)= (v +1{2v +1) Pe (x) Sat? EN v(2v +1) FT) 


On obtient la récurrence à 5 termes suivantes : 


Ardy- + Bdp + en — ©} dy, + Didi; + Edp =0 
4 y? (2v+2k-a-—p-2\2v+2k-a-—p\2v+2k-a=+ß-22v+2k-a+ß) 
© 4 (2v +2k—3)\(2v +2k—2)\(2v +2k—1\2v + 2k) 
2v +2k—a-—pBX2v+2k-a+ß) 
B = 2 2 2) ( 
e AN EE 


E Sec y? 16 (v +k) (v a Ek Uli +k? +v +k-1)-3 (æ? - 82) +8 (a? ëch Eet 
2 (2v +24—1X2v +2k +2 2v +2k 2v +2k +3) 
Doz Pe B?) (2v +2k+a-—p+2)\(2v+2k+a+ß+2) 
£ (2v +24)(2v +2k +2)(2v +2k +3\2v +2k +4) 
$ vi (2v+2k+a-p+22v+2k+a-pßp+4(2v+2k+a+ß+22v+2k+a+ß+4) 
eT g (2v +2k +2) 2v +2k +3 2v +2k +4)\(2v +2k +5) 


Dans le cas particulier où oz, qui correspond au cas des fonctions d'ondes sphéroïdales classiques, 
la récurrence devient une récurrence à 3 termes : 


Ardy + RA, + (Ce SE? ©} d, KR Dredg + Ed}, = 0 
y? (2v +2k -2a —2\2v +2k -2a ) 

4 (2v+2k—3)(2v +2k—1) 

B, =0 


À} = 


2 Dei ER +v+k-1+a? 


C, =(v+k)(v+k=+1)-2y (2v +2k —1)(2v +2k +3) 


D,=0 

y? (2v +2k +2aæ +2)\2v +2k+2æ +4) 
E, = 

4 (2v +2k +3) 2v +2k +5) 


Où les indices sautent de 2 en 2. 


Propriétés de la récurrence à 5 termes pour le développement des fonctions d'ondes 
sphéroïdales associées généralisées de Legendre en fonctions associées généralisées de 


Legendre 


Plusieurs cas de figure conditionnent la forme et l'existence même d'un développement de la 
solution pour cette équation d'ondes sphéroïdales : 

- (1) l'un quelconque des termes Au, BC Du Er présente un pôle pour certaines valeurs des 
paramètres v,a,6 et l'indice k : alors la construction de la solution n'est pas possible, 

- (2) le développement est limité en indice dans un sens ou dans l'autre par l'annulation des 
fonctions associées généralisées de Legendre pour certaines valeurs des paramètres v,a,6 et 
l'indice k, 

- (3) l'annulation simultanée des termes A, et B, pour certaines valeurs des paramètres v,a,8 à 
l'indice k,+1 et A, à l'indice kọ+2, annule les coefficients du développement pour Kaka, soit limite 
le développement aux indices k<=ko, 

- (4) l'annulation simultanée du terme D, et E, pour certaines valeurs des paramètres v,a,6 à 
l'indice k,-1 et E, à l'indice k,-2, annule les coefficients du développement pour k<k,, soit limite 
le développement aux seuls indices k>=ks. 


2V+2k—-1=0 Cela 
2v+2k=0 
couvre donc toutes les valeurs du paramètre v entier ou demi-entier, ;,, — y . Pour ces dernières la 


(1) Les pôles présents dans la récurrence sont liés aux annulations suivantes i 


construction de la récurrence à 5 termes n'est donc pas si évidente, en dehors du cas a=6 qui est 
celui des fonctions d'ondes sphéroïdales classiques. En effet on peut montrer que lorsque v est 
entier la matrice de la récurrence pourrait se construire à partir de l'indice ; -,_,, et lorsque v 


est un demi-entier à partir de l'indice >23 _,„. Toutefois les développements correspondants 
2 


v+ 


teen Ze? H ` H H H 

y(x)= Saer (Ge) (x) ou y(x)= Xag’ (> )PEf (x) ne respectent pas l'équation différentielle 

£ 3 
k=1-v Rss" 

de départ. Dans ce même cas de figure si l'on recherche un subterfuge à l'aide de la construction 

des solutions par des fonctions d'ondes sphéroïdales de Jacobi, alors il convient d'appliquer un 


développement de la forme : 0 — x) 2 (1+ se KC d (A, y GEP (x): Or cette construction de la 
k=—%0 


récurrence avec les fonctions de Jacobi ne s'applique qu'avec la condition :2y e + BeN €t 
9 _B PR ` 
comme ` PrältelsD-lzDxalzbr' Zeck il vient d, +28) a-BeN—2venN. Ce qui 
E E 
2 


est la même condition que celle obtenue avec les fonctions associées généralisées de Legendre. 


. a k=+0 r ` 
Par contre avec la construction ;(x)=(1- x)" 2(1+ EE CH do, 7° PEP (x), il est possible 
k=—00 
d'utiliser la récurrence à 5 termes des fonctions d'ondes sphéroïdales de Jacobi pour définir les 
fonctions d'ondes sphéroïdales associées généralisées de Legendre, avec v entier et à et 6 
quelconque (en dehors des valeurs des restrictions spécifiques liés à l'existence de la récurrence 
pour les fonctions d'ondes sphéroïdales de Jacobi, en l'occurrence: 2y +a + p eN). 


(2) Voyons maintenant le cas de l'annulation des fonctions associées généralisées de Legendre. On 
sait que pour une combinaison des paramètres v,a,6 tous positifs, la fonction s'annule 
identiquement dans le cas suivant : 


P (x)=0 an E et E TB 


Page Eege, HP) APN, Lies 
2 2 2 2 
E +p -6 
© PP (x)=0 S Eye 
$ 2 2 
von 


Rappelons que lorsque a=6, la condition d'annulation des fonctions associées de Legendre devient : 


v-aeN—aenN 
P“ (x)=0 O<v<a ou -a<v<0 
veN 


La combinaison des deux conditions implique que a soit un entier : 


atÊP oN DT oN 
DaenN et 2V-BEN ou >aeN et 2V+BEN 
vben e DCH 
2 2 


Supposons par exemple que 6 soit également un entier, s'il est de même parité que a alors v est un 
entier, et s'il est de parité différente de a, alors vest un demi-entier. II faut donc prendre le cas où 
a est entier et 6 non entier et 2v =6+p où p est un entier. Prenons le cas où v,a,B sont tous trois 


positifs et seul a peut être nul alors les valeurs de k pour lesquelles la fonction associée généralisée 
de Legendre est identiquement nulle sont : 


PP (x)=0 oR eyy pe ER. ou At P ey ype” E 
2 2 2 2 
© PP (x)=0 EE ee, EE 
2 2 2 2 
= P“#(x)=0 si kel-v z ; pR u k wap SR 
2 2 2 2 


Dans ce cas, le développement de la solution est donc limitée aux indices en dehors de l'intervalle 
spécifié, à savoir : 


y(x)= Sag (2P (x) veN e a, BeN et Get pair 


+ S 
A E B N a 


sur la seule considération de l'annulation des fonctions associées généralisées de Legendre. 


(3) et (4) Voyons maintenant les deux cas de figure de l'annulation des termes A, PB, ou Ex Dx: 


P vi (2v+2k-a-—pßp-—2\2v+2k-a-— p\2v+2k-a+pßp-2\2v+2k-a+ß) 

£ 4 (2v +2k—3)\(2v +2k-—2)\(2v +2k—1)(2v + 2k) 

2(.2 2 2v+2k-a@ 2v +2k- a+ 

Ke a el, e A 
(2v+2k4+a-pB+2Y2v+2k+a+p+2) 
(2v +24 (2v +24 +2)2v +24 +3)(2v +2k +4) 

y? (2v +2k +a -— p +2)\(2v +2k +a- p +4)\(2v +2k+a+ßp+22v+2k+a+ß=+4) 
4 (2v +2k +2)2v +2k+3)(2v +2k +4)\(2v +2k +5) 


D, = le? B?) 


E, 


Si Go il s'agit du cas des fonctions d'ondes sphéroïdales avec une récurrence à 3 termes, déjà 
étudiés auparavant dans ce document : 


vi (@v+2k-2a-2\2v+2k-2a) 
4 (2v+2k—3)(2v +24 —1) i 


y? (2v+2k+2a+2)2v+2k+2a +4) 
t 4 (2v+24k+3)2v +2k+5) 


Ki 


Dans la suite des points (3) et (4), je prend le cas où v ne peut être un entier ou un demi-entier 


(3 ) En annexe 2 de ce document, lorsque les termes A, et Bx s'annulent simultanément sur l'indice 
kot1 et À, à l'indice k,+2 alors tous les termes d'indice k>k, s'annulent : 


A,=0 et B,=0 < (2(~v+k)-a-p2(v+k)-a+ß)=0 


E Eee Pause RE R i 
2 2 
Arn 50 et Bi, =0< ou et An =0=> ou 
paly te EE 
2 2 
; , di Ee 
Lorsque justement a,6 sont tous deux des réels positifs alors comme 2 2 7 
. P Saa GES? Ko = —V + SE 
il y aura préséance de la condition sur l'indice de plus petite valeur 2 et la 


condition d'annulation de tous les termes d'indice k>k, se traduit donc par le développement 


suivant : 


= Br 


D D EN y(x)= SC drëckt 
Kon 


` N À a,B 
Supposons maintenant que nous sommes dans le cas où l'une des fonctions ™=* (x) s'annulent, 


NIET Me me aus CH, Ale 
2 2 2 2 
Cas (1) v-2tB oN ou Cas (2) vb eN 
2 och et w-peN 2 >acN et 2V+BEN 
vb eN v-2 Ê eN 
2 2 


Ici c'est le deuxième cas qui s'applique et la sommation démarre lorsque les fonctions associées 
généralisées de Legendre ne sont plus nulles, soit : 


ZZ ,-42+8 2 


1 


y(x)= à Das (y )Pef (x) 


p eN RER 


(4) En annexe 2 de ce document, lorsque les termes E, et D, s'annulent simultanément sur l'indice 
ko-1 et E, à l'indice k,-2 alors tous les termes d'indice k<k, s'annulent : 


E,=0 et D, =0&(2(v+k)+a-B+2X2(v+k)+a+pB+2)=0 


ko 1=—v Se 1 ky =v- LÉ 
Ep =0 et D,- =0 < -40u et E,,,;, =0< 40u 
ee EE SE 


2 0 


Lorsque justement a,6 sont tous deux des réels positifs ou 
a+B y oO 
2 2 
paap Re 
Ž 


nuls alors comme 


, il y aura préséance de la condition sur l'indice de plus grande valeur 


et la condition d'annulation de tous les termes d'indice k<ko se traduit donc par le 
développement suivant : 


Kate 
vn DË = Sas” fe) 
Au DC 
2 


` N a a,B 
Supposons maintenant que nous sommes dans le cas où l'une des fonctions Zi (x) s'annulent, 


2 2 v+k : 


P%P(x)=0 si keļ|-v aP- ppt h 1 P“(x)=0 si kel-v EC l 
v+k 2 2 


ou Cas (2) vÊ EN 


DBaenN et w+ßpeN 


Ici c'est le premier cas qui s'applique et la sommation démarre lorsque les fonctions associées 
généralisées de Legendre ne sont plus nulles, soit : 


E a-p EN > 
2 Lë e B(L2\pa.f 
E = Farh) 
v— 2 eN k=-v+ 22E 


Construction des solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales associées 
généralisées de Legendre 


Voyons maintenant s'il existe des solutions exactes ou encore algébriques à l'équation 
différentielle. On sait qu'elles existent lorsque a=8 pour les fonctions d'ondes sphéroïdales usuelles. 


Suivons la méthode de construction utilisées pour les fonctions d'ondes sphéroïdales usuelles, en 
choisissant un « ansatz » de la forme : 


lu 


pr EE 
E E Sax a,B>0 
1=0 


on obtient la récurrence suivante : 


a, =0 condition RUE EN 
s 2 
ayı =l 
a, = Ei 
Y 


A4 -8-47 -(a + BY +6 (a + 8)+41 (a+B-3)+4iy(a-BJa,, +(+2X(a-B+2iy)a,:+(+3)a.s) 


iy(21+2-a-—$) 
Polynôme de degré m en À > a (44 - (a + D le +B-2)+4iy(a-B)}+4(a-B+2i y)a, +8a, =0 


dy = 


Lorsque a=6=14, on retrouve la récurrence des solutions algébriques de l'équation des ondes 
sphéroïdales. 


Prenons la valeur kel, le polynôme caractéristique est de la forme : 
42-(a+B\a+B-2)+4iy (a—B)=0 


On constate donc que la racine du polynôme caractéristique est à valeur complexe : 


iy(a-B) 


,_(@+BXa+B-2) 
A 
sauf lorsque a=6. En effet dans le cas des solutions algébriques des fonctions sphéroïdales, le 
polynôme caractéristique est à coefficient réel. 


Cela implique donc que si a<>6 alors il n'existe pas de solutions algébriques pour lesquels la valeur 
caractéristique À soit réelle. 


Si maintenant la sphéroïdicité est un nombre purement imaginaire, les solutions algébriques de 
l'équation différentielle suivante : 


leid Seidel zl St ER 


1=1,-1 


== 2 (2x) 7 et Za a, B>0 


donne la récurrence suivante : 


o =0 condition pata EN 
à 2 
ai =] 
a-p A 
RATS 54 
Y 


4-84 -(a +BY +6 (a+ p)+41 (a+ B-3)+4 yla Bas li äer -B+27)ans as le) 
LE yC1+2-a-B) 
Polynôme de degré m en À > a,(44 - (a + Ba +B-2)+47 (œ—B))}+4(a-B+27)a, +8 a, =0 


Et dans ce cas le polynôme caractéristique est à coefficients réels. Les solutions algébriques 
existent donc pour une valeur caractéristique À potentiellement réel. 


Prenons la valeur kel, le polynôme caractéristique de degré 1 en À est de la forme : 


A2+2y7(a-1)=0—2-27y(1-a) 
a+pB=2 


2 Bi cn 
Et la solution est de la forme : p(x)= (1x) (1+ x) 2e 
a+p=2 
Prenons la valeur lo=2, le polynôme caractéristique de degré 2 en À est de la forme : 


j +24(y (æ - 8)-1)+4 7° (3-aB)-4 7(& -B)=0 
a+fpB=4 


a E p-a À 
Et la solution est de la forme : vx) (x) 2 (+ x) 2 e D 2 -À) 
a+p=4 


Généralisation de l'équation différentielle des ondes sphéroïidales : 


Les fonctions d'onde sphéroïdales de Coulomb (Spheroïidal Coulomb Wave function's) 


Parmi les multiples désignations de l'équation différentielle des ondes sphéroïdales de Coulomb (un 
peu trop d'ailleurs), il est possible de retenir notamment la définition suivante et apparentée de 
l'équation du second degré : 


( xE) sl, Diener Jud 


2 
— X 


A proprement parler, il ne s'agit pas exactement d'une généralisation directe de l'équation des 
ondes sphéroïdales : 


D SE 2x #0) H F2 yh x?) a Jud 


2 
IX. 


qui serait de la forme : 


d’ y(x dy(x u’ 
D x?) 2 ) 2x Vol H| A By x+y°(1 x?) Ee y(x)= 0 
car le signe de y’ est inversé. On obtiendrait la forme précédente par la substitution : 
y=iy 


d’ y(x) stach [> z= = u’ 
in 2 Dre 
ZZ D = (1 x?) > 2x E +|2-BTYx+7 x Fr 
EES EA 


Jud 


Par ce biais, on peut apparenter l'équation différentielle de départ à celle de l'équation des ondes 
sphéroïdales de Coulomb, qui est obtenue par exemple lors de la séparation des variables de 
l'équation de Shrüdinger dans la modélisation d'un électron soumis à l'influence d'un potentiel 
coulombien d'une molécule di-atomique, d'où lui vient justement son nom. 


Construction des solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales de Coulomb 


On peut trouver cette construction dans un article de 1927 de A H Wilson « Generalised 
Spheroidal Wave Equation ». Dans cet article il procède à la transformation suivante de l'équation : 


p [-11] x=1+¢ > & e[0,2] 


sisch si Peux -1) 
=> é (é+ 2)u" (E)+2(u+1+(u+1-2y)é -y E° Ju'(é)+ (ulu sai -4+7 (B -2u +1) (E +D)u(é)=0 


Pour revenir à l'expression de A. H. Wilson (à un facteur 2 près pour 6), il suffit de poser : 


À =(u+Xu-27)-7 -4> ulu +1)-y°-4+y Lë Aas Dt elle An +y Lë Ant UE 
=> El +2)u"(é)+ Alan +1+(u+1-2y)é -y E tele +y B+y(B-2u=+1)é)ulé)=0 


Cette équation différentielle présente différents points singuliers dont notamment ZO Par un 
développement de Frobënius de la forme : u(£)= ES a£! porté dans l'équation différentielle : 
1=0 


u(E)+2 ui: me 2 rE) ej (ulu +1)-7° -4 2 e 2(u +1)) (5+ Deed 
Zi? E(£+2 
u"(E)+PE)u(E)+Q(E)u(s)= 0 


Alors l'équation indicielle pour le paramètre t en théorie de Frübenius s'écrit : 


r?+(4,—1)r+8,=0 


E E pg ete ane E LS fT. 
B, Lim E? O(E)= Lim E? (ulu H 1) y Ave Zu UE o 


Pour le deuxième point singulier £=-2, pôle de l'expression P(£), en définitive l'équation indicielle 
est la même : 


r?+(4,-1)r+8, =0 


4, = Lim (E+2) P(E)= Lim ee zë. "4 2y)-4y)=u+1 SIE 
ag EA eet zë eia EE A (8-20) rk 
Bo Lim G 2) olé) an Lë 2) E(E+2) 0 


"CH 


La solution régulière de u(£) sur l'intervalle © © [0.2] autour de &=0 s'écrit donc : ,(£)- Saë Elle 
1=0 


conduit à la récurrence à trois termes suivante une fois injectée dans l'équation différentielle de 


u($) : 


2(i+u)a zU +y DÉI =0 


E ale, Ab (+1+2u)+2+7(8-41))a, +y(B-2{1+m))a,, =0 


La seule condition pour laquelle cette récurrence est finie est obtenue lorsque : 
B-AR+u)=0= 1 = p Len et dans ces conditions le développement est alors de la forme : 
2 


l=lọ-1 


DEE > of 


1=0 


La solution est évidemment fini lorsque le déterminant du système d'équation linéaire fini suivant 
est nul. 


(+y Bas +2(+u)a, = 0 


eps (l+ p))a, , sl 13 ärch Zu sl — Ale, +2(1+1X1+1+ 4) a, =0 


2y a -2 1 Q 1) (h 2u 47): À + ëlo. =0 


Comme pour la construction des solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales, 
normalisons ces dernières tel que le coefficient de degré maximal du polynôme soit égal à 1 : 


é=x=1 
RES 


y(x)=(1-x°)ze7u(x-1)  u(g)= Das ni 


Dans ce cas la récurrence descendante et les coefficients du polynôme u(£) s'écrivent : 


Condition B-2u=24 Le  À=(u+1{u-27)-y?-2 


H lot 
tel Perl Sais 
1=0 


d =] 


27 a +4 -1) (0 +2u-4y)+ ï +y Ba, =0—a,, dedegrél en À 


y(B-2Al+u)a +0 0+1+2u)+ +7 LR Alen, +20+1N1+1+u)a =0— a, dedegrél en À 


7(B-2(1+ 4) a + ( (2+2u)+2 +7(8 4))a, -2(/+1/+1+u)a, =0—a, dedegrél,-1 en À 
Ee y Glo +2(1+ u) a, =0 — Condition de bouclage  Polynôme de degrél, en D 


La condition de bouclage pour la détermination du polynôme caractéristique est obtenu en 
injectant dans l'équation différentielle la forme suivante : 


u(£) = dj +4% 
Et en annulant le terme de degré 0. 


Toutes les équations linéaires hormis la dernière permettent de déterminer l'intégralité des 
coefficients du développement. La dernière condition est donc supplémentaire et constitue 
l'annulation d'un polynôme de degré lo en À. À doit donc être une des lo racines de ce polynôme 
caractéristique des solutions algébriques. Il est évident que la condition de bouclage correspond à 
l'annulation du déterminant du système des lo équations linéaires précédent. 


Considérons la première valeur de Lei, le déterminant de la matrice est réduit à un seul élément, il 
vient alors : 4, EE DEE Ar B=0=Â--yB=-27(u+1) 


© [a =(u+1{u-2y)-y° -3 | | 
Soit A B(B . La solution de la fonction u est une 
À =-2y(u+1)=> Ass u(u+1)-7° WEE ) vi 


constante, cela permet d'écrire la fonction solution de l'équation originale : 


(1 aE) EE Breil aE Jud 


El ef) rer =h- 
e HCH DEE ou 2=u(u+1)-7° B=2{(u+1) 


Si l'on prend maintenant la deuxième valeur 1,=2 il vient un polynôme caractéristique et la forme 
de la solution algébrique: 


n=2=É-y B=4+2u >A, =À +y B] +2(2 +y p{u+1-2y)-4y(u+1)=0 


À =-(27+1)(u+1)+4(u+1) +47? 
Comme À =(u+1\u-2y)-7° -4 =A, = À + 2al? (u H 1Ÿ )+ y" +u(u+2Xu+1) -27° (u +2u+3) 


A=(u+1) -y° tz +4y° 


_A+27-2+7-3u-u° 
2y 


y(x) E =x’ E e") {(x — 1)+ a} 


B=4+2u a 


0 


Prenons finalement 1,=3, dans ce cas le polynôme caractéristique a la forme suivante : 


LES 2+2(37°-8-9u-3 p° )4 Ab +3(u°+3u+2) 2 7 Gu° +9u+16))+ 

| +7 ulu H 3u? t3uU+ 2) EFNI +3 + Ob (NEI H 184° +551? +84u +76) 
_À+47+7-6-S5u-u° 
2 Se 
TEE HEET TEE EEN DEET EENHEETEN 
= = 


1 


0 


y(x) = (1 — x? E ef — 1}? +a, (x — 1)+ a} 


Solutions algébriques autour de x=-1 


On peut également mener un développement de la forme u(£)= S à (£+2) autour de la valeur £=- 


1=0 
2, mais cela est équivalent à exploiter la propriété de symétrie de l'équation différentielle de 
départ. A savoir que si y(x,y) est solution alors la fonction y(-x,-v) l'est aussi. Cela permet de 
construire le deuxième type de solution algébrique : 


Condition B-2u=2, Le  À=(u+1{u+2y7)-7?-2 
IESSE 

leier Say) 
1=0 


di =l 


—27 ap -2 + Q —1) Wë +24 +4y)+2-7 la =0 


E A Dt äus -y (B-41))a, +2(1+1X1+1+ la =0 


y(B-2(1+ la, +((2+2u)+7-7(8-4))a +2(1+1X1+1+ ua, =0 
G-7 Glo +2(1+ u) a, = 0 — Condition de bouclage Polynôme de degré l, en À 


Solutions algébriques pour |x|>1 


Les deux types de solutions construites précédemment sont également valables pour x>1 et x<-1, 
en changeant simplement le terme (1-x°) en (x°-1) : 
Condition B—-2u=21, LEN À =(u (Uu 2y) y?’ —2 


H Ia) 
x>l y(x)= (x pere) S'a(x-1) 
1=0 
a =] 


27 a, +4 -1)(4+2u-47)+ +y Bla, =0 


Pr E A Wat än Ze (B-41)a, +201 +11 +1+ u)a 0 


y(B-21+ clean, + (2+2u)+7+y(B-4))a, +2(1+1)1+1+ u)a, =0 
(z +y DÉI + 2(1 + u) a, =0 — Condition de bouclage Polynôme de degré, en D 


et 
Condition B—-2u=21, hEN À =(u IXu 2y) wi A 


H In) 
EE vx) = (x? 1h e7 0 S'a(-1) (+x) 
1=0 
d =] 


—2y a -2 0, SI +2u+4y)+À-7y Ba, a =0 


PR N + (0 +1+2u)+ -y (B-4))a, +2(1+1X1+1+ u)a, =0 


y(B-21+ u))a, +((2+2u)+7-7(8-4)a +2(1+1X1+1+ u)a, =0 
CG DÉI +2(1+ u) a, =0 — Condition de bouclage Polynôme de degré l en À 


Solutions algébriques autour de x=+c° 


AH Wilson effectue le changement de variable suivant : ; =_1_ _ 


é+2 ci 


, injecté dans l'équation 


différentielle obtenue précédemment (selon la variable € ) : 


é (E+2)u"(E)+2(u+1+(u+1-2y)§-y E )u'(€)+ (ulu +1)-7? -4 +y (8-20 +1) (€ +1))u(E) = 0 


Il obtient l'équation différentielle suivante : 


NUDDELE +27)-7? -4-7 p))ult)=0 


A.H.Wilson propose un développement de la forme : Jory at! autour du point singulier GO 
1=0 


L'équation différentielle présente la forme : 


wii Pu (t)+ Q(u(e)=0 

P(t)= 24(y ML 1) 

E y (B-2(u+1)+t((u +u +27)-7? -4-7 B) 
Pe(-—2t) 


olt 


Toutefois la détermination de l'équation indicielle est différent du cas général. En effet : 


Lim "Pils Lim Oil 
> t> 
En revanche 


4 = Lim PP(t)=27  B,= Lim #Q()=7(8-2{u+1)) 
Et dans ce cas l'équation indicielle permettant de déterminer la ou les valeurs der: 


B 


e EE 


En injectant le développement de la forme : Ker S at! dans l'équation différentielle, on 
1=0 


obtient la récurrence suivante : 


78-24 cen SIE +28 Cr -1)+4? -41(B +47 le 2 (8-28 -21+ le =0 


Si l'on s'intéresse aux développements qui sont finis, alors il suffit que le terme : (B-21XB-2(1+ ul 


B 1=l9 -1 
L sis y(t) = räich ` ait! 
s'annule. Soit lorsque : 2 per) 


(EE 


A ue y= te Sat 


2 1=0 


Pour déterminer le polynôme caractéristique, injectons la forme suivante aire PRET et 
Si 0 1 


annulons le terme d'ordre 0 : 


2 (8° +28 (27-1)-4(y2+2+2y(1+ u)))a, +27 a, =0 


Intéressons-nous maintenant aux deux types de développement obtenus par ce biais, et tout 
d'abord le développement : 


(EEN E EA l=lọ—1 
-u> Ek Jat = $ bt = $ b+) LA SEET 
1=0 1=0 1=0 


L 
2 


Il s'agit donc d'un polynôme de même degré que le polynôme obtenu par le développement autour 
de x=1. De plus la condition 1(B2+28 (2y -1)-4 (7? +4 +2y(1+ w)))a, +27 a =0 donne les mêmes 
4 0 1 


polynômes caractéristiques. On est donc sur les mêmes solutions que décrites précédemment. 


DM à y ER ÿ EEN 
Il faut donc s'intéresser aux solutions finies avec le développement ;, = £ > ye) =r Sat 
1=0 


Soit le schéma de construction suivant : 


Condition  B =21, hEN 
u -y (x-1) 1 
x>l x)=(x? -1 — Si 
i ) pa 7 (x+1) 


ap- =] 


A ur a lag eat, 1} a -1X8 +47 le, =0 


1(B-20+ ua + 1 (8° +28 (27-1448 -ai( +47 -1))a -E(B -21K 8-2 + u) ar = 0 


78-214 ale +2 (8 +47 B+8-6B-167)a > (8-2K8-21+ le, =0 


Ze +28 (2y —1)-4 (y? +4 +2y(1+ u)))a, +27 a, =0 — Condition de bouclage  Polynôme de degrél, en À 


Prenons la valeur Lei : 


-y (x-1) 
Condition B =2 y(x)= (e = 1} e - y P=A+y(y+2u) 
Prenons la valeur lo=2 : 
e? (x-1) 
Condition BJ =4 y(x) = (x 1)2 e” S 1 , À2+7 (y + 2(u + 1)) 
Gel Lei 2(u—1) 


P, =% +24(y°-1+2y u) y (° 8u+4y’uṢ+ äu" ell 


Prenons la valeur l5=3 : 


1 , À+r(+2(u+2)) 1 


u etc (Leif 2(u-—1) x+1. 
Conditi =6 -h2 -12 £ 
E s) =&-1) (x+1ÿ7 ENEE EE EEN EE DEEN 
8(u—1Xu —2) 


SE 2 +2(37° +67 u-8)+2(12+37*-48 y u+127°u +47 Bu? —8))+ 
Së +y Li +72u+67"u+7 (76-641 )+87 ulu? -10)+127° (u? -2)) 


Solutions algébriques autour de x=- 


En exploitant la propriété de symétrie de l'équation différentielle de départ, la fonction y(-x,-y) est 
également solution. On peut construire le deuxième type de solution algébrique : 


Condition BB =21, hEN 


DEE y(x) = (x 1} 


ei (x+1) l=lọ—1 a 


H 
(1 Fr SC Gen (1 Gë x) 


ap- =1 


—2(1-u)y a, ET -2B (2y +1)+4(4, —1) -4( -1X8 -4y (la. =0 


(8-20 +u) a + (B-26 (27 +1)+4 A0 le -1 (B -2X B Sea, =0 


-y(B-2(1+ 0) as +28 4y B+8-6B+167)a, SE 2XB-2(1+y))a, =0 


He -2B (2y +1)-4 (y? +4 -2y(1+ u)))a, -2y a, =0 — Condition de bouclage  Polynôme de degrél, en Ñ 


Solutions algébriques pour y purement imaginaire et 6 nul : solutions algébriques de l'équation des 
ondes sphéroïdales 


Supposons que y=i y, et 6=0 et inversons le signe de u=-lo (l'équation différentielle restant 
inchangée), la récurrence suivante 


lo es WS 
Condition Je y(x)= D —x° JE e 7 =) 5 a(x- 1) 
1=0 
dun 1 


EA Ki 7 (2 + 2i? (l ES 1)) Lu 0 


2i7(l+h)a +(—4il7 AU UR +2i7)+1 (1+1-24))a, +24 +1X7+1-1)a,, =0 


2i7 (1+ la rt, — UU, +2i7 -2)-4-4i7)a +4(2+1,)a, =0 
((, —1X4, +2i7)-4)a, +2(1-1,) a, =0 — Condition de bouclage Polynôme de degrél, en A 


permet de construire les solutions algébriques de l'équation des ondes sphéroïdales : 


(1 pjk) 2x dy(x) | (> i ch x?) n° Jud 


dx dx 1— x? 


On obtient exactement les mêmes polynômes caractéristiques qu'avec une construction plus ou 
moins classique présentant une récurrence à 4 termes, mais cette fois celle-ci est à trois termes. 


Les racines du polynômes caractéristique étant les mêmes, les solutions obtenues doivent être une 
combinaison linéaires des solutions obtenues à l'aide de la récurrence à 4 termes. 


Construction des coefficients de la série du développement en fonctions associées de Legendre 
our les fonctions sphéroïdales généralisées de première et deuxième espèce qs 


Notation et remarque : dans ce qui suit, csp désigne « Coulomb Spheroidal wave function P », et 
csq désigne « Coulomb Spheroidal wave function Q a Ici l'indice n résulte du classement par ordre 
croissant des valeurs propres de l'équation différentielle des fonctions d'onde sphéroïdales 
généralisées. Le paramètre m est supposée entier. 
Constructions des fonctions de première espèce pour un ordre u=m entier 
La fonction de première espèce se construit avec l' « ansatz » suivant : 

xef ui]  esp'(xr,p)=e 7 dr, BE all 

k=—œ 


n indice des valeurs propres 27 (y, p ) successives 


Fonctions associées de Legendre E", (x) Ae |- 1,1] ou fonctions de Ferrer 


Pour m entier, la récurrence des coefficients est la suivante : 


Ad", (7,8)+(8,-2"(7,8)4",(7,8)+ Cdra (y B)=0 


Se EE 
2m+2k-—1 
B,=(m+k\m+k+1)-7° 
(2m +k+1\2m+B+2k+2) 
C, =y 


2m=+2k+3 


Lorsque m n'est pas choisi entier, notons le u, alors l' « ansatz » est le suivant : 


xE [- 1,1] csp” (x, Y> B)=e7* DA (y, SE (x) 
Aen 
Fonctions associées de Legendre Pi, (x) xE [- 1,1] ou fonctions de Ferrer 


La récurrence des coefficients est alors la suivante : 


Ardi y (7, 8)+ Le, -A (v, pat, (7,8)+ Crdi ru (7,8)=0 
A, =, Kzu +v XB -2v -2k) 
2v +2k—1 
B, =(v+k\v+k+1)-7° 
z (u+v+k+1{2v+8B+2k+2) 
d 2v +2k +3 


C; 


Toute récurrence à trois termes peut se représenter sous forme de fractions continues montante et 
descendante : 


 _ du, 8) dr, (y, B) 
Notons fi ) = dns PARLE SÉ 
f dip Dr, p) 7 e E p) 
k>0 d, . D p) A e < fo á e fraction continue descendante 
d” (7,8) H d'r, B) B, —A(y,B)+C, ff, 
7, B)+C, ZEE 
d (y, p) 
d',(7,B) C c | | 
k< nk S f, ©) S fraction continue montante 
COCO drap)  B,-AV,B) ASE 
B,-A(y,B)+ 4, —* 
d, (y, p) 


La reconstitution des coefficients d'après les fractions continues descendante et montante se fait à 
l'aide des formules de correspondance suivante, en prenant un quelconque indice k strictement 
situé en dessous ou au dessus de k : 


z daB) daB) dB), PEAME E 
d'et, ël 20.8) aA) ar x 


S atp) dr (rB) du(r B) drza 0B) ef? 
d, (7,8) 40,8) drap) GES B) T K 


L'immédiate conséquence de ces deux formules est que lorsque C, s'annule à l'indice ko-1 alors les 
coefficients du développement de la fraction continue montante s'annulent de même, pour les 


indices k < ko. La valeur de ko est ici la suivante : Cr 50 © 2m+k+1=0 © ko =-2mM_ Et lorsque A, 


s'annule à l'indice Fei alors les coefficients du développement de la fraction continue 
descendante s'annulent pour k > ko. Et lorsque As onnule en ko+1, la valeur de ko est la suivante : 
A4=0&k=0& k =-1 


Cette représentation semble paradoxale car elle impliquerait 


| 7. = esp, (x,y, P)= e7" > 4: "ol, BIEL) 
l'impossibilité de représenter une série de la forme avec une 


fraction descendante, sauf si l'indice k choisi comme point d'arrivée de la fraction descendante est 
nul. Or la construction des fonctions de Legendre associées lorsque m est un entier se charge de 
fixer ce choix en annulant identiquement toutes les fonctions : Pix ()=0 VE < 0, Dans ce cas les 
coefficients se déduisent de la récurrence descendante comme suit et tous les termes d'indices 
négatifs sont supposés nuls (sans que cela soit une conséquence du calcul de la fraction continue) : 


ve CRE dëi À, 
GE d C8) B; —2"(7,B)+ Cf 
ein Zoll -fis D a” > )=0 


d" (7.8) B) 


Étant donnée que le développement est supposé unilatéral sur les indices positifs, on peut 
également concevoir les développements selon deux fractions continues descendante et montante : 


o dB) A 

O= E k k k +1,+00 y Lkr d? 
k d'An, 8) B, — ls, B) + CSG k, ] Ga f = Il 
fe L di (B) E; y fo À o | SC m (y, 8) Kë z 


drap) B-A B) HAS din B) t 

L'algorithme de calcul des coefficients consiste à considérer que les coefficients se déduisent des 
fractions continues descendante et montante et qu'à une distance d'indice suffisamment grande 
les coefficients sont nuls (en raison de la convergence supposée de la fraction continue). On définit 
l'opération d'adjonction en tête de liste ou en fin de liste d'un élément a, l'opération de 
multiplication par un scalaire, ainsi que la sélection du premier et dernier élément de la liste par : 


L={,1,..,L} {a}®L={a,l,l,….,L} 
L=f,1,.,L} LŒO{a}={,,l.… Fe 
bx L= {bl,,bl,,...,bl, } 

Premier(L) =h Dernier(L) ST 


L'algorithme peut donc se représenter comme suit : 


| | | o d(8) d'r, 8) 
(0) Soit les fractions continues fO = nk elt, +140] d" SE 
) S Se Ee p) dt B) 


L= far, 8)... dm, fr, 8) am, (han (r, 8). am. 
BRACH BEEN = m d. Zeie, SCH 
=] 


kelo,k, -1] 


(1) But : Calculer l 


(2) Initialisation fe hl nz Hl lol a” 


n,ko 


Pour tous les k de kax à kọ +1 faire 


max 


A 
Calculer fO = CS z avec f, Q = Premier( 10 
| 4 (7. 8)+ Cf) VI 
10 = fo xez) 
Fin faire 

8 3 A Vu l=j G 1=kmax E d” (y ,B) d” (7,8) dn (y .B) d” (7,8) 
4 = H = ROLE AAT fi Les VA }- ` E nkt? rj aeee ES =0 
H | hair A TE 6,8) an 0,8) aB) OA) 


Pour tous les k de —1 à kọ —1 faire 
C, 
RA. (y, B)+ ASÈ 
= PA D Di: o II 
Fin faire 


E nt es d” (yB) ` dipl dB) dinar B) 
f 3 e "+ E ae li a V SS : ES 0, e pere Em gorey "e? 
[TT Bug IHC Oar GB) EH 


Calculer fl) = avec SÈ = Dernier(L)) 


(5) 


Posons d'r, B)= 1 
GE 
GEET E 


E ec E, breng 


La valeur de kO peut être choisie comme la valeur n de l'indice de la valeur propre (8 i 


On peut également obtenir cette liste en une seule fraction continue descendante : 


(1) /nitialisation ur =0= L={0} 
Pour tous les k de Kax dl faire 
d, BS " (y, p) À, 


Calculer fP avec SĘ = Premier(L°)) 


"dE A At lee, Cl 


L= fox ({}@L) 
Fin faire 


(4 )= Se cd 1. "i Së aI ( E Ge p) ue 8 d? (7,8) 8 EE 


6) 


ar pY a; 


Construction des fonctions de deuxième espèce 


Les coefficients du développement suivent également la même règle de récurrence, mais si dans le 
cas des ordres entiers, la liste s'arrête à partir de l'indice O, il n'y aucune raison qu'il en soit de 
même pour la fonction de deuxième espèce. Autrement dit on part d'un développement de la 
forme: 


xE [- 1,1] csq, "Le ie, B)= SC Zait 


Fonctions associées de Legendre O7, (x) A e |- 1 1] ou fonctions de Ferrer 


Mais les fonctions de Legendre associées de deuxième espèce o” „(x)divergent lorsque 2m+k est 


un entier strictement négatif, soit lorsque k<-2m. On peut symboliquement scinder la série en deux 
termes : 


esar (eyb) =r Sarno Dore) Sant Dor) 


La première série n'est pas définie sur l'ensemble de ses termes. Prenons cette première série et 
réalisons formellement un passage à la limite : 


—0 


L'astuce consiste à utiliser une formule de connexion des fonctions de Ferrer (ou Legendre 
associées sur [-1,+1]) : 


o Get mT Cos(ur )Cos(vz US (x)- Sin((u + v}r)0" (x) 
Ge Sin((u—v}r) 


Cela donne : 


by Cos(mx)Cos(x (m+k+1+e))P". Ee e )- Sin(z (- k-1-— SI, E BE 
Sin(x(2m +k+E + 1) 


Pa (On 00e Eech, o AN 


O nikes (x) ES 


Cos(x(k +1+ cl, 
Sin(r(k+1+e)) 


=> ee (x) =m 


k=—2m-—1 k=-2m-1 
Lim SU", Gel Lim Zar o SEN > v(e) l=m+k+e v(e)= m—k-—l-—e 
€ Lo k=—00 


Injectons cela dans la série et effectuons un changement de coefficient par passage à la limite : 


k=-2m-1 k=-2m- de 
um "Eiter, him F fe Aen. (x) 


Kam 


da 2m-—1 k=2m-1 
Supposons Lim PONTS Ké De = Lan P, B)P -m-k al ) 


e—0 


Cette série n'étant construite qu'avec des fonctions de ENEE associées de première espèce, par 
un changement d'indice, on peut l'écrire sous la forme : Ze c” (y, B)P” (x) mais les coefficients ne 


respectent pas la même récurrence que pour la solution de première espèce. Cette liste doit donc 
bien être intégrer à la seconde solution, sous la forme : 


osar (r peer Sn G gie dei Sat giel 


Il reste à déterminer la méthode de construction des deux jeux de coefficients. Les deux jeux de 
coefficients respectent la même récurrence que pour les fonctions de première espèce à savoir : 


AdQ") -2 6°} Gelle 

AdQ") -2 6} cd. ()= 0 
5 B—-2m—2k 

ns 2m+2k-—1 
B,=(m+2k\m+2k+1)-7? 

c -, @m+k+12m+8+2k+2) 

$ 2m+2k+3 


à finir cela déconne peut-être erreur numérique ou de calcul fin du à finir 


Fm 2 
Les coefficients d g ) sont calculés à l'aide d'une fraction continue ascendante, en commençant 
à la valeur nulle pour un terme d'indice extrémale suffisamment négatif : 


2 
~ ~ C, 
SE Pas) = 
Poara k e B ROPAS 
kel-k,,-2m-1,-2m-—1l 


y ; x ; . (+) À 
Cette fraction continue se connecte à la fraction continue ascendante Je comme suit : 


2 _,(m+k+iNom+B8+2k+2) PRE se y Am 

í 2m+2k+3 a 1-2m 

C _ Lim Cite =y B -2m N fi) = SE (7, B) = Con TS 

Ka E l E 2m d. —2m (7, b) Boma Ty À, (y, B)+ PERTE 
> Lim daom- (7, b) 1 Lim Coma 1 1 > CHENE (y, p) Core 
20 E dam D p) SE E Bon- 1 4, D B)+ EK So d Ae D B) Bomi KS À (y, B)+ Ave 
din 8) Er zu G 
on EN? ES fi Íi 5 m Letz 
drol, p) H | | RA D ëlo Ai) 


m 


2 
Les coefficients dix ) sont construits à l'aide de deux fractions continues descendante et 
montante dont on fixe la valeur ko à O (à finir changer kO en O fin du à finir), selon le schéma 
algorithmique suivant : 


d, (y, p) WË d. (y, p) 
k e [k +1,+00 = ——— k e|-2m,k,-1 
ra de p) | Lu E d'r + al x l 


-f nt B)... UNE (y pl dl Slab (7, el je KSE ,B}e 1° 
Der ny Bhdn 0,8) Al Milt, EL Ge 
(2)/nitialisation Al. = ll, =0 gi =f0} a” =] 
Pour tous les kde kax à kọ+l1 faire 
À, 
RA. (7,8)+ CSA 
= sOxMe 10) 
Fin faire 


, dë Se He à d” aB) dn, a08) d"{r,8) d (y, p) 
4 SI (E le e o) E ( Le ( In |- n,ko+l n,ko+2 E n,j Las n,k ma: =0 
H li A Me a Dar 


(0) Soit les fractions continues fe 


(1) But : Calculer l 


Calculer fe = 


avec s = Premier! 1! 


Pour tous les kde —2m-—1 à k,-—1 faire 
C, 
RA. D B)+ ASÈ 
L® SS ri x (19 Ed H 
Fin faire 


1=ko-1 =ko-1 1=k5-1 d" y (7,8) d? (7,8) d”. (y ,B) ar. (y Ha 
ch) NW sa ll ei Dye Jr non z =0, e Se rs = LE / 2 
= He) IL 4 ht ën i ga 1 SECH d” (7,8) d'a (7,8) art SëI de (y, B) 


Calculer fl) = avec fE; = Dernier(L)) 


(5) 


Posons d, (y,B)=1 
C =106{}6 10 = 


la". fe, B)=0,d" 3n, EL (7, Bd" fe, El 14" (7,8) A Bd". (7,8)=0) 


Appendice n°1 : deux propriétés des récurrences à trois termes ` 34. +B, d,+C,d,., =0 
— + 


Formons les deux fractions continues autour de l'indice k=k, : 


Ode ponh d _ hai d Gro 
Notons f, = pe >k>k = ]]f k< k, = [IS 
k-1 k+l ko  I=ko+l ko I=k 
E E O E. 
0 k = 
dés DC d B; +C S 
k k d, 
ENE S C, en f=- C, 
i din dis B, + À Tak 
+ B, + À, mA k kJ k-i 
k 


Propriété n°1 : lorsque C, s'annule à l'indice ko-1 alors les coefficients du développement s'annulent 
d,=0, pour les indices k < ko. 


Démonstration de la propriété n°1 : supposons que q, =o, alors 


k = ko -1 > 4, dy, 2 + Bi du + Cod 


ko—17 ko 


Si dp =0=>d -2 =0—=d,=0 k<k 


=0= A 


kodre 2 + B,, di 


Comme on suppose pour la récurrence que le coefficient qa, +o est non nul, alors la fraction 
0 

continue ft) est nécessairement nulle, même si la valeur fE, pourrait tendre vers l'infini alors : 
r 0— 0— 


+ Con di 
fl e SST 0 
| Bi D AE di, 


> dy, = 0 


La propriété n°1 est démontrée. 
Propriétés n°2 : lorsque A, s'annule lorsque k=ko+1, les coefficients d,=0 s'annulent lorsque k>ko. 


Démonstration de la propriété n°2 : supposons que 4, =o, alors 


k = ko +1—= Ad + By dia + Cd =0= Chotta kot2 d 


ns d sf k>k 


Comme on suppose pour la récurrence que le coefficient q, +0 est non nul, alors la fraction 
continue fl) est nécessairement nulle, même si la valeur ft}, pourrait tendre vers l'infini alors : 
Oe ot 


KI +1 dy, +1 0 
EE, d GC 
ko+l ko+17 boat? ko 


I LE 


La propriété n°2 est démontrée. 


L'exemple du développement en série de fonctions de Laguerre des fonctions d'ondes sphéroïdales 
aplaties dans le cas où y présente de grandes valeurs : 


u k=+oo 
el Sa, le y lat Eier 010) (27 (1 + x) 
Änn 


Illustre bien l'une de ces propriétés. Les coefficients respectent une récurrence à trois termes de la 
forme : 


ET CET EI (ETA 


Lee QU +4)+u+1) dy —(2+B,7+2%:)d, +Œruidys = 0 
X, =2U+k+u+1)(+k)+1+u 
=> À, =} Cr = y 


Ak C 


L'annulation des termes se produit lorsque : 


SET HEH EE TE (LEE ko = 1 
Au = Aya = (+k, +u +2) +k, +2) k, = 1-2 


C 


koi 


De ces deux conditions c'est la condition =0=(1+ ko + u) + ko) ko =— qui prime de toute 


évidence et l'on peut en déduire que la sommation bilatérale devient unilatérale. 


u k=+%0 
ya) S a, le ya x))+ E E er (271+ sl 
k=-—I 


Appendice n°2 : deux propriétés des récurrences à quatre termes : 4 d, ,+B,d,,+C, d, +D, d,.,=0 
Propriété n°1 : Lorsque D s'annule simultanément aux indices ko-1 et ko-2 alors les coefficients du 
développement d, s'annulent pour les indices k < ko si C, ,#0- Si également C, =0 alors les 


coefficients du développement d,s'annulent pour les indices k < ko-1. 


Démonstration de la propriété n°1, premier cas : Get SUPPOSONS QUE d, ,=0 et ds, 
alors : 

A, d, +B, dı +C, d, +D, d,,, =0 

k =k, -1 => A, dis ER By, d sa Cdi S3 SCH =0= A, -1di-s + Bp-i d + Cdi 

Si d,_ et d p- =0—d,_,=0 or Dour oe ds k<k, il suffitque d,._;=0 

car di =d ed, =0— dd =0 


En introduisant la fraction suivante, on peut établir les identités : 


D, 
d D Die taD 
C, + 
h= : ns g el: : S fihia = Re 
du (4, fia F B) fa t C, A fia + B, A fia + B, 
H _ D D, Ei DE DO 
Il vient pour k=ko-1 : Lu: £ cc fa #0 faa Ou fes forme indéterminée 


(4. PE + B, = H Cy al 


et cela même si les valeurs f . et rt. pourraient être des formes indéterminées qui une fois 
0— Ge 


déterminées tendrait vers l'infini, zéro ou une valeur finie. En conséquence : d, ,=0: 
2 


Pour déterminer l'autre valeur en ko-2 l'identité précédente peut aussi s'écrire sous la forme : 


Di 


Li REES EEN fitB,) 


D GE + 


Soit pour la valeur k=ko-2 : f f, = 
"TTT Gast Jos + Ba 


BC E 


Toujours pour les mêmes raisons que f . et f, , pourraient être des formes indéterminées qui 
dës F 0— 


une fois déterminée tendrait vers l'infini, zéro ou une valeur finie la valeur de A `. s'annule. 
0— 


Deuxième cas : C, ,=0, SUPPOSONS qUe A. ,=0, alors : 
UR Kë 


Ar di, + By dyi +C; dy +D, d,, =0 
k =k, -1 => Adi + By, d + Cdi SE SCH =0= EI -3 => dis = 0 


k =k -2 > Ad PB. dE E de 50> dpa 20 FER el 
Et l'on démontre que 4, 


0 —2 


_0 de la même manière que précédemment. 


La propriété n°1 est donc démontrée. 


Propriétés n°2 : Lorsque A, s'annule simultanément aux indices k=kọ+1 et k=ko+2, alors les 
coefficients d,=0 s'annulent lorsque k>k. 


Démonstration de la propriété n°2 : supposons que dya 
A, d; +B, dı +C, d, +D, d,,, =0 
k = k +2 => Ad, az ZS. din + WEI EE TEE Si D. ln =0= ZS. din al VI EE + Disrdisss 
Si di 
car dpa 5 aea nn = 0 dan = 0 


=0 et d,,3=0> alors 


et d p2 =0=>d, 350 or pourque d, =0 k>k, il suffit que d,+3=0 


En introduisant la fraction suivante, on peut établir l'identité : 


A 


-+ +B, 
fe SR >Á ha +B, +C, d, +D, d =06 4, BEC LED ffa f E 
d di d ds Ju Ci fin, 
À 
g GE? +B, ) 
Il vient pour k=ko+1 : f ot 


=06 f #0 faso forme indéterminée 


kl T 


Cu + foin 
et cela même si la valeur de p , pourrait être une forme indéterminée qui une fois déterminée 


tendrait vers l'infini, zéro ou une valeur finie. En conséquence : d, ,=0 
0 


Pour déterminer l'autre valeur en ko+2 l'identité précédente peut aussi s'écrire sous la forme : 


ECHO 
Li 

C TA, 

KI Se Bahia =. An S d 


Soit pour la valeur k=kot2 : f f, =- 
v ` Cu + La Cu F LD d. 


Toujours pour les mêmes raisons que f . pourrait être une forme indéterminée qui une fois 


déterminée tendraient vers l'infini, zéro ou une valeur finie dès lors la valeur de A `. s'annule. 
0 


La propriété n°2 est donc démontrée. 


Appendice n°3 : deux propriétés des récurrences à cinq termes : A, d,,+8, d,,+C, d,+D, d,,+E, d 
"Et: - + + 


Propriété n°1 : Lorsque D, et E;s'annulent simultanément à l'indice ko-1 et E;s'annule à l'indice ko-2 
alors les coefficients du développement s'annulent d;=0, pour les indices k < ko. 


Démonstration de la propriété n°1 : supposons que A =0 er d ,=0, alors 


A, d; +B, dy +C, dy +D, dya +E, d,,, =0 

k=k,-1—= Al, + Bp-i d: + Cdi +D,, dy, RTE EN = 0 = EI KN dp -2 + Cl 
Si dusc et dp- =0— d, ,-3=0 

Pour que d; =0 k<k, il suffit que d,-4=0 

k=k,-2—= Ar ln +B,,_2 d, -3 + Cr zé +D,, dy, +£E,, -2dr = 0 = A li TE, -2dr 

Comme E,- =0=>d, -4 =0>d, =0 k<k, 


En introduisant la fraction suivante, on peut établir l'identité : 


d Pi E 
f = k =A = k+l 
du A Lab y B, Ja + C, 
D, ,+ D 
Il vient pour k=ko-1 : KE 


STE =0 f #0 fan ou fas  formeindéterminée 


À: LJ +B, faa t Cpa 


et cela même si les valeurs f . et rt. pourraient être des formes indéterminées qui une fois 
ii aa 0— 


déterminées tendrait vers l'infini, zéro ou une valeur finie. En conséquence : d, sf 
z 


Pour déterminer l'autre valeur en ko-2 l'identité précédente peut aussi s'écrire sous la forme 


D, fin +E, 
C, + fia (4, fi- + B,) 


Len = 


Soit pour la valeur k=ko-2 : faas Doit Es D dt 


Co + fas (4, IO T B,- ) ` Cp- ir ée, fa + E d. 


Toujours pour les mêmes raisons que f . et f, , Pourraient être des formes indéterminées qui 
Oe S SS 


une fois déterminée tendrait vers l'infini, zéro ou une valeur finie la valeur de q, `. s'annule. 
OK: 


La propriété n°1 est donc démontrée. 


Propriétés n°2 : Lorsque A, et B, s'annulent simultanément lorsque k=ko+1, et que A, s'annule 
lorsque k=k,+2, alors les coefficients d,=0 s'annulent lorsque Kaka 


Démonstration de la propriété n°2 : supposons que d. 


Le 0 et dp, 207 alors 
EI d: +B, dy +C, d, +D, di +E, di, = 0 


k = ko +1 => Aradr- + ZS. d + Cla + D, di, + Ex adiss =0= Cl KS D, + Ex adi,ss 
Si din =0 et d =0—d,,,: = 0 
Pour que ds k>k, il suffitque d,+4=0 
k = ko +2 => Ard r + ZS, dia + VI CT + SIE TEE zb Eé =0= EICH + E, 
Comme Ae D éd cd, el k>k, 
En introduisant la fraction suivante, on peut établir l'identité : 
À 

de e NEE 4 ue 
h= : > À, B,+C, g +D, Hy k tes B +C, fet Di fifien t Er fifierfen 2 h= SS 

d, d, d d, d. fa C, + fin (D, +E, faa) 


Il vient pour k=ko+1 : 


ere =06 f, 40 f, ou f,  formeindéterminée 
| Cu + fo (D... + Epa fs) i tb 


et cela même si les valeurs f . et f,., pourraient être des formes indéterminées qui une fois 
0 0 


déterminée tendrait vers l'infini, zéro ou une valeur finie. En conséquence : df, 
d 


Pour déterminer l'autre valeur en ko+2 l'identité précédente peut aussi s'écrire sous la forme : 


A +B, fi: 
C, + fa(D, +E, fan) 


fifin e 


P A ,,+B A 
Soit pour la valeur k=ko+2 : faha ui T nafea = Lui S d 


Cu et Än. VI fau) Cpa + fos DE VI SEN d. 


Toujours pour les mêmes raisons que f . et f,., pourraient être des formes indéterminées qui 
G 0 " 0 
une fois déterminées tendraient vers l'infini, zéro ou une valeur finie dès lors la valeur de q, , 
0 


s'annule. 


La propriété n°2 est donc démontrée. 


L'exemple du développement en série de fonctions paraboliques cylindriques des fonctions d'ondes 
sphéroïdales allongées illustre la propriété n°1. Le développement 


y(x) = D — x? T ES (x 27 ) 
Ee 


Conduit à une récurrence à 5 termes : 


d,,-4ud,, Wäin Au? 13232 +2(1+2k)-47(2(1+2k)+1) 
t4ull+2k+2)(1+2k+1)d a +(1+2k+4)(1+2k+3)1+2k+2)1+2k+1)d,, 

Al 

B,=-4u 

Pour k=tl,k=42,k=43,..5} C, 2-44 -4u +3+2(1+24) +2(1+24)-47(0(1+2)+ 1) 
D, =4u(1+2k+2)(1+2k+1) 

E, =(1+2k+4)(1+2k+3\1+2k+2\1+2k+1) 


L'annulation simultanée des termes D, , E, SUrvient lorsque : 


D, = 4u(1+2k,)(1+2k, -1)=0 
E,=(1+2k,+2)(1+2k, +1)1+2k,(1+2k, -1)= 0 


(1+2k,)(1+ 24, -1)=0 


l EELER 


l impair HEITE ELE HE 


De même comme Ẹ, _,=(1+2k,)(1+2k,-1)(1+ 2 22, Alt DOUT k, hs. =0 


